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ABSTRACT 

In this thesis the control of an inverted pendulum with flexible rod is examined. The foot 
of the pendulum is connected to a universal joint with the Tool Center Point (TCP) of a 
fully actuated planar two-joint SCARA architecture.  

For development of the mathematical model the system is divided into two coupled 
subsystems. The equations of motion for the arm manipulator and the pendulum are 
derived using Lagrangian mechanics. The model could be simplified under the assumption 
that both planes of motion of the inverse pendulum are decoupled. The designed 
controller (outer loop controller) in terms of a stabilizing state feedback is based on the 
partially linearized state space model. This approach requires an observer because only the 
pendulum angle and the position of the pendulum foot are measured. In connection with 
the arm manipulator, a tracking controller is designed whose reference value is the desired 
acceleration of the TCP. Thereby the inverse kinematics of the arms and the dynamics of 
the drives are taken into account.  

For the pendulum lying in rest position at the mechanical stop, the torques of the motors 
do not suffice to raise the rod upright. Therefore, based on the flexibility of the rod, a 

trajectory is planned that brings the pendulum into upright position so that the main 
controller can be activated. 

The research results are verified both by simulation and by measurements at a real test 
setup. 
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KURZFASSUNG 

In der vorliegenden Diplomarbeit wird die Regelung eines inversen sphärischen Pendels 
mit flexibler Pendelstange untersucht. Der Pendelfuß ist über ein Kardangelenk mit dem 
TCP (Tool Center Point) einer planaren, zweigelenkigen und vollständig aktuierten 
SCARA-Architektur verbunden.  

Für die Modellentwicklung wird das System in zwei gekoppelte Teilsysteme getrennt. Die 
Bewegungsgleichungen des Armmanipulators und des Pendels lassen sich durch 
Anwendung des Lagrangeformalismus erzeugen. Unter der Annahme, dass beide 
Bewegungsebenen des zweidimensionalen inversen Pendels entkoppelt sind, kann der 
Modellentwurf vereinfacht werden. Der anschließend entworfene Regler (Führungsregler) 
in Form einer stabilisierenden Zustandsrückführung setzt auf dem approximativ 
linearisierten Modell auf und erfordert einen Beobachter, da lediglich der Pendelwinkel 
und die Position des Pendelfußes gemessen werden. In Verbindung mit dem 
Armmanipulator und wird ein Folgeregler (inverse Kinematik) entworfen, welchem die 

Sollbeschleunigung des TCPs als Führungsgröße dient. Das mathematische Modell der 
Aktoren wird ebenso beim Reglerentwurf berücksichtigt. 

Für das im Anschlag liegende Pendel reichen die Stellkräfte der Motoren nicht aus, um 
dieses aufzustellen. Durch Ausnutzen der Flexibilität des Pendels lässt sich eine 
Trajektorie planen, die zum Aufschwingen des Pendels führt, sodass der Hauptregler 
aktiviert werden kann.  

Die gewonnenen Erkenntnisse sind durch Simulationsexperimente und einer 

Implementierung am Versuchsstand überprüft worden. 
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Hinweis zur Notation: Zeitableitungen werden in ihrer Kurzform mit einem Punkt 

symbolisiert, beispielsweise: x dx dt=ɺ . Damit es bei der Darstellung des 

Dezimaltrennzeichens in dieser Arbeit keine Verwechslungen zwischen Punkt und 

Komma gibt, wird durchgängig mit dem Punkt ( 3.1415π ≈ ) gearbeitet. Vektoren x  und 
Matrizen A  sind im Vergleich zu Skalaren y  durch Fettschrift gekennzeichnet. Zur 

Unterscheidung von Vektoren werden Matrizen mit Großbuchstaben benannt. Bei der 
komponentenweisen Darstellung von Matrizen mit einem großen Anteil an leeren 

Matrixelementen wird die Null durch ein � -Zeichen ersetzt. Transponierte Vektoren Tx

und Matrizen TA  sind durch ein hochgestelltes T gekennzeichnet 
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1  EINFÜHRUNG 

Auf dem Weg des Erwachsenwerdens wird sich jedes Kind schon einmal vor die 
spielerische Aufgabe gestellt haben, einen Besenstiel auf der Fingerspitze zu balancieren. 
Das Kind wird dabei schnell begreifen, wie es den Arm zu bewegen hat, damit der 
Schwerpunkt des Stiels immer über der eigenen Hand bleibt. Als weitere Erkenntnis wird 
sich herausstellen, dass durch Beobachtung der oberen Spitze des Stiels der Kippwinkel 
am besten minimierbar ist. 

Welchen enormen Lernprozess das Gehirn bei dieser Aufgabe leistet, wird deutlich, wenn 
man vergleichsweise dazu den Programmieraufwand für einen Roboterarm (Manipulator) 

abschätzt, der solch ein inverses Pendel von selbst balanciert. Das Spektrum erstreckt sich 
von der Modellierung eines Mehrkörpersystems (MKS) über den Entwurf eines Reglers, 
dessen Simulation bis hin zur Implementierung in der Steuersoftware. Während dieser 

Weg auf weiten Strecken methodisches Vorgehen erfordert, ist für viele Detailprobleme 
ebenso die Kreativität gefragt. Der Manipulator und das damit verbundene inverse Pendel 
weisen gewisse störende, aber dadurch interessante Eigenschaften auf. Deren Wirkung auf 
das System muss analysiert und nachempfunden werden. Die Pendelstange beispielsweise 
kann als starr angenommen werden, solange sich oben auf dem Pendel keine zusätzliche 

Masse befindet. Kommt eine Masse hinzu, erhöht sich zwar die Trägheit des Systems und 
die Regelung sollte leichter fallen, jedoch liefern die Potentiometer am Pendelfuß durch 
die Flexibilität des Stabes mitunter unverlässliche Positionsdaten für den Schwerpunkt des 
Pendels. Der Regler kann für diesen Sachverhalt durch Verfeinern des zugrundeliegenden 
mathematischen Modells erweitert werden. Weitaus interessanter ist die Ermittlung und 
Modellierung der Gelenkreibungen und des Getriebespiels der Antriebsmotoren. 
Kreativität ist hier zielführend.  

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der regelungstechnischen Untersuchung eines 
sphärischen Pendels mit flexibler Pendelstange. Am Fraunhofer Institut IIS/EAS 
entstand hierzu in einem früheren Projekt, primär als Messedemonstrator für neue 
Technologien gedacht, ein Versuchsstand. Im Gegensatz zum theoretisch gut 
untersuchten inversen Pendel mit Linearantrieb und einem Freiheitsgrad, widmet sich die 
Arbeit einem räumlich beweglichen Pendel mit dem Freiheitsgrad zwei. In der 
Fachliteratur (siehe [1], [2]) wird die Bezeichnung »sphärisches Pendel«1 verwendet, da sich 
das Pendel ohne die Beschränkung auf eine Ebene über das Kardangelenk beidachsig frei 
bewegen kann. Anstatt eines Linearantriebs kommt ein ebener Zweiarmmanipulator, nach 

                                                 
1 Synonym wird der Begriff Kugelpendel verwendet. In englischer Literatur spricht man vom »spherical 
pendulum«. 
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Vorbild der industriellen SCARA-Architektur 2 , zum Einsatz. In Analogie zum 
menschlichen Arm können die beiden Armglieder als Ober- und Unterarm gedeutet und 
für die zwei Gelenke die Begriffe Schulter- und Ellenbogengelenk abgeleitet werden. 
Beide Drehgelenke sind durch Getriebemotoren mit vorgeschalteter Stromregelung 
steuerbar. Somit ist die Armkonfiguration vollständig aktuiert. Als Messsignale stehen die 
Armwinkel θ  und die Winkel ψ  des Kardangelenks zur Verfügung. Diese werden 

fortlaufend diskret über Potentiometer abgetastet.  

Für die stabilisierende Regelung des inversen Pendels existiert bereits ein Lösungsansatz, 
welcher aber nicht auf eine flexible Pendelstange ausgelegt ist. Eine am obersten Ende der 
Pendelstange angebrachte Zusatzmasse führt ohne die in dieser Arbeit vorgestellten 
Regelstrategien zum Anregen der Pendeleigenfrequenz und äußert sich schon für kleine 
Massen in einem instabilen Verhalten. 

 

 
ABBILDUNG 1 :  FOTO DES  ARMMANIPULATORS  

M IT  PENDEL 

                                                 
2 SCARA-Architektur: Während hier nur die planparallele Armkonfiguration verwendet wird, haben 
SCARA-Roboter neben den 2 rotatorischen Achsen der Arme am TCP zwei weitere Freiheitsgrade, um das 

Werkzeug rotatorisch und linear bewegen zu können. � siehe Quelle [8] 
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2  MODELLBILDUNG 

Für die regelungstechnische Untersuchung des inversen Pendels, die in dieser Arbeit als 
modellbasierte Regelung durchgeführt wird, ist die Erfassung in Form eines 
mathematischen Modells unerlässlich. Der Versuchsaufbau kann hierbei unter 
bestimmten Aspekten betrachtet und vereinfacht nachgebildet werden. Die Modellierung 
dieses Mehrkörpersystems (MKS) stützt sich auf den energiebasierten 
Lagrangeformalismus, wie er in [3] beschrieben wird. Dieser ist im Gegensatz zum 
Newtonschen Ansatz für die Beschreibung mechanischer Systeme weniger fehleranfällig, 
da Koordinatentransformationen weniger aufwendig sind. Die Modelle für das inverse 
Pendel und den Armmanipulator werden im folgenden Unterkapitel getrennt betrachtet, 
da anschließend eine gesonderte Untersuchung, inklusive des Reglerentwurfs, folgt. 
Gekoppelt sind die beiden Systeme über den Pendelschlitten bzw. den Tool Center Point 

(siehe Abbildung 2), wobei die Modellierung mit einem etablierten Benennungsschema 
ausgeführt und auf einen separaten Satz Variablen für das zweite Modell verzichtet wird. 
Unter der Annahme, dass das Pendel orthogonal zur Bewegungsebene des Manipulators 

steht und der Pendelschlitten keine eigene Masse besitzt, lässt sich die Kopplung der 
beiden Modelle als rückwirkungsfrei betrachten.  

 
ABBILDUNG 2 :  DAS  KARDANGELENK AM  TCP  
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Für die Reibung in den Gelenken werden separate Modelle vorgestellt. Gleiches gilt für 
die Kopplung des Armmanipulators mit den Antrieben über das anliegende Moment der 
Drehgelenke. Es wird ein Modell für die Reibungen, den Motortreiber, den Motor und 
das Getriebe angenähert, mit dem sich der spannungsgesteuerte Eingang der Motortreiber 
zur Koppelgröße übersetzen lässt.  

Im Kapitel 2.2 erfolgt abschließend für die Modellbildung eine experimentelle bzw. 
rechnerische Parametrierung der mathematischen Modelle. 
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2.1 MATHEMATISCHE MODELLE 

2.1.1 INVERSES PENDEL 

Das inverse Pendel besteht aus einem Kardangelenk, der daran angebrachten 
Pendelstange und einem optionalen Gewicht am oberen Ende der Pendelstange. Das im 
Folgenden hergeleitete mathematische Modell konzentriert sich auf die Flexibilität der 
Pendelstange und reduziert die Anzahl der Körper dahingehend. Die Abstraktion macht 
es notwendig, ein zweites Modell zu erstellen (ab Seite 12), mit welchem eine Beziehung 
zu den Körpern des Pendels am Versuchsstand hergestellt werden kann.  

Um das System für die Modellierung vereinfachend in zwei identische (symmetrische) 
ungekoppelte ebene Pendel auftrennen zu können, wird angenommen, dass die Coriolis- 
und Zentrifugalkraft vernachlässigt werden kann. In der späteren Verknüpfung stehen die 

Pendelebenen orthogonal aufeinander. Die folgende Abbildung beschreibt den generellen 
Aufbau:  

.  
ABBILDUNG 3 :  AUFBAU DES  INVERSEN PENDELS  

Der Aufbau beschränkt sich durch die genannte Vereinfachung auf eine Ebene mit der 
Wegachse x und Höhenachse z. Das Kardangelenk ist starr mit dem TCP des 
Zweiarmmanipulators verbunden. Da sich der TCP nur orthogonal zur Gravitation 

bewegen kann, daher in der Höhenachse 0z =  fest ist, ergibt sich das Kardangelenk in 
der Ebene zu einem einzähligen Loslager. Die flexible Pendelstange und das darauf 
befindliche zusätzliche Gewicht bilden im Modell zusammen die Körper 1 und 2. Beide 

Körper sind als Punktmassen 1m  und 2m  modelliert, wobei Körper 1 an dem 

Kardangelenk befestigt ist. Die Rotation dieses Drehgelenks wird über den Winkel 1qψ =

x

m1

m2
q1=

xa

y

x1 x2x0

z1

z2

r2

r1

ψ
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charakterisiert und steht als über ein Potentiometer gemessene Größe zur Verfügung. Der 
Anschlag des Kardangelenks beschränkt den Drehwinkel wie folgt:  

 1

14 14
, .

180 180
q

π π− ⋅ ⋅ ∈ 
 

 (2.1) 

Im Unterabschnitt Potentielle Energie (Seite 8) wird diese Beschränkung in Form eines 
hybriden Modells berücksichtigt. Um die Flexibilität der Pendelstange nachzubilden, ist 
der Körper 2 über eine Feder mit dem Körper 1 verbunden. Diese Federmasse modelliert 

die erste Eigenmode und ist variierbar über die Federkonstante 1k . Als Zustandsgröße 

wird die Federauslenkung ax  eingeführt.  

In Vorbereitung auf den angesprochenen Lagrangeformalismus werden zunächst in den 
folgenden zwei Abschnitten die kinetische und potentielle Gesamtenergie bestimmt. 

KINETISCHE ENERGIE 

Der erste Schritt bei der Herleitung der Modellgleichungen ist die Bestimmung der 

kinetischen Gesamtenergie T  des Systems. T  ergibt sich hierbei aus der Summe der 

Bewegungsenergien der einzelnen Körper, welche im zweidimensionalen Fall einer 

Translation in x- und z-Richtung, sowie einer Rotation iq  entsprechen: 

 
( )

( ) ( )

2
2

2 2

1 1

2 2 2 21
1 1 2 2

2

x +z
2 2

x +z x +
2 2

z .

i
i i

i i j
i j

m I
T q

m m

= =

 
 = +


 
 
   

= +

∑ ∑ɺ ɺ ɺ

ɺ ɺ ɺ ɺ

 (2.2) 

In der zweiten Zeile von (2.2) wurden bereits zwei Zwangsbedingungen miteinbezogen: 
dadurch, dass die beiden Körper als Punktmassen modelliert wurden, entfällt das auf die 

Querachse bezogene Trägheitsmoment iI  und der Drehwinkel iq . Drückt man die 

abhängigen kartesischen Koordinaten der Körper mit der Position x  des Schlittens, dem 

Pendelwinkel 1q  und der Federauslenkung ax  aus, so erhält man die 

Definitionsgleichungen für die generalisierten Koordinaten:  

 

( )
1 1

1 1

1 1

1
2

2 1

1

2

sin

cos

sin cos

co

,

,

s n
.

si
a

a

T

i i i

x r q

r q

x r q x q

q x q

x z

r

=

 
=  
 

 
=  


+

+ +

−

x

x

x

 (2.3) 
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Die Ableitung der Definitionsgleichungen nach der Zeit ermöglicht ein Einsetzen in 
Formel (2.2): 

 
( )

( )

1
1

1

2 1

1 1

1 1

1 1 1

1 1 1
2

2 1

cos
,

sin

cos sin
.

sin cos
a a

a a

r q

r q

q x q q

x q

q

x x r q

qx r q x q q

+ 
 − 

− 
 − + − 

=

+ +
=

x

x

ɺ ɺ
ɺ

ɺ

ɺ
ɺ

ɺ ɺ

ɺɺ

ɺ ɺ

 (2.4) 

Die einzusetzenden Terme lassen sich durch trigonometrische Umformung bereits 
vereinfachen zu:  

 

( )
( ) ( )

( )

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2
2 2 1 1 1 1 1 1

2 1

2 2

2 cos ,

2 cos 2 sin

2 2 cos .

a a

a a

x z x r q q r q

x z x q q r q q x q x q

x r q x q

x

r x x

x

+ = + +

+ = + + − +

+ + +

+

ɺ ɺ ɺ ɺɺ

ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ

ɺ ɺ

ɺ

ɺ ɺ

ɺɺ

ɺ

 (2.5) 

Der Übersichtlichkeit halber wird der eigentliche Einsetzschritt nicht abgebildet und die 

Formel direkt weiterentwickelt, indem konstante Werte geeignet zu iM  zusammengefasst 

werden:  

 

1 1 2

2 2
2 1 1 2

3 1 1

2

2

4 2 2

2

2

5

,

,

,

,

.

r

r

M m r

M m

M m m

M m r m

M m r m

+

+
+

=
=

=

=
=  (2.6) 

Mit diesen Zusammenfassungen erhält man die kompakte Darstellung der kinetischen 
Energie: 

 

( ) ( )( )

2 2
1 2 1 3 1 1 4

5

1

1 1 1 1

cos

2 sin 2

1 1

2 2
1

c s
2

o .

a

a a a a

M x M q M x q q M q x

M q x q x x q x x x

T

q

+ +

+

= +

− +

+

+

ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ

ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ

 (2.7) 

Die kinetische Energie des Systems wird nun vollständig mit den drei generalisierten 

Koordinaten ( )1

T

ax q x  beschrieben.  
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POTENTIELLE ENERGIE 

Neben der kinetischen Energie muss beim inversen Pendel zusätzlich die potentielle 
Energie betrachtet werden. Die potentielle Gesamtenergie ergibt sich hierbei aus den 
Summen der Einzelenergien: 

 

4

1

,

.
b

a

i
i

r

i i ir

V V

V F dr

=

=

=

∑

∫
 (2.8) 

Bei der Betrachtung eines gewöhnlichen Pendels wird deutlich, dass die pendelnde Masse 
periodisch ihre kinetische Energie in potentielle umwandelt. Bei dem Modell des inversen 
Pendels muss die Gewichtskraft beider Körper beachtet werden. Daraus entstehen die 

Einzelenergien 1V  und 2V  mittels Wegintegral: 

 

( )
1 1 1 1

2 2 2 1 1

0

c

,

,os

cos sin .

iy

a

i i i i

V m g r q

V m g q

V m g dy m gy

r x q

=
= −

= ⋅ =∫
 (2.9) 

Da der Anschlag des Kardangelenks eine Winkelbegrenzung für das Pendel ist, wird eine 

Fallunterscheidung nötig. Sobald die Pendelstange am Anschlag 1 1q q=  anliegt, wirkt im 

Modell zusätzlich die Federkraft 4F , während im eigentlichen Regelvorgang nur 3 1 aF k x=  

vorkommt: 

 

2
3 1 10

2
4 2 20

1
,

2
1

.
2

a

b

x

a

x

b

V k x dx k x

V k x dx k x

= ⋅ =

= ⋅ =

∫

∫
 (2.10) 

Diese zweite Federkraft resultiert aus dem Modell zur flexiblen Pendelstange, bei dem am 

oberen Ende der Stange eine Federmasse angebracht ist. Die Federauslenkung bx  lässt 

sich durch einen vom Anschlagswinkel 1q  abhängigen Ausdruck substituieren. 

Ausgeformt ergeben sich die potentiellen Einzelenergien zu: 

 ( )2
4 3 2 1 1 1 11 sin sin cos cos .V r k q q q q= − −  (2.11) 
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Verwendete, aber bis zu diesem Zeitpunkt nicht eingeführte Größen sind die 

Federkonstanten ik  und die Erdbeschleunigung g . Analog zur kinetischen Energie 

lassen sich erneut konstante Werte zu Konstanten zusammenfassen: 

 ( )
2

3

1
1 12

2

2 2

2

1

2 3

1

4

,

,

.

,

N g m

N g m r m

N k

r

N k r

=
= ⋅

=
⋅

+

=

 (2.12) 

Damit ist es möglich, die gesamte potentielle Energie kompakt zu notieren: 

 ( )2
1 2 1 4 1 113 1 11 sin sin coss cosi os .n caa x NV N x N q N q qq qq= − + −− −  (2.13) 

LAGRANGEFORMALISMUS 

Nachdem die Energien des Systems vollständig mit Hilfe der unabhängigen Koordinaten 

( )1

T

ax q x=s  beschrieben sind, lässt sich die Lagrangefunktion 

 L T V= −  (2.14) 

als Differenz von kinetischer und potentieller Energie aufstellen. Die Lagrangefunktion 

dient als Grundlage für die Euler-Langrange-Gleichungen 2. Art: 

 , {1,2,3}.i
i i

d L L
Q i

dt s s

∂ ∂= − ∈
∂ ∂ɺ

 (2.15) 

Bei iQ  handelt es sich um die generalisierten, nichtkonservativen Einzelkräfte aus dem 

Kraftvektor ( )T

R Du F F=Q . Sie stellen den Steuereingang u  des beweglichen 

Schlittens, die Reibkraft RF  im Kardangelenk und die Dämpfung DF  der Pendelstange 

dar. Nachfolgend wird die Euler-Lagrange-Gleichung für das System schrittweise 
aufgestellt, indem alle benötigten Differentiale bestimmt werden:  

      

( )

( )

( )

1 3 1 5 1 5 1 1

2 1 3 1 4 5 1 1

4 1 1

1

5

cos sin

cos sin

co

,

,

s ,

a

a

a

a

a a

a

L
x

x
L

x

M x M q M q M q x

x x
q

q

M q M q M x M q x q

M q M x x q
L

x

+ −

+ + −

∂ = +
∂
∂ = +
∂
∂ = +
∂

+

ɺ

ɺ

ɺ

ɺ ɺ ɺ

ɺ ɺ ɺ

ɺ ɺ

ɺ

ɺ

ɺ

ɺ
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( )
( )

( )
( )

2

1 3 1 5 1 5

2

3 1 5 1 5 1

1

1

2
2 1 4 5 1 5 1 3 5 1 1

3 1 5 5 1

4 1 5

1

cos

2 sin ,

2 cos

sin ,

c

a

a

a

a

a a a a

a

a

a a

a

M x M q M q M x

M

x

q M q M q xx

q

q

M q M x M

d L

dt x

d L

dt q

d L

dt x

q x x M q x M x M xq x q

M x q M x x M x x q

M q M x x

−+ − +

− + +

∂ =
∂

+ + −∂ +
=

∂ +
∂ +
∂

+ −

=

+

+

−

ɺɺ ɺɺ ɺ ɺɺ

ɺ ɺɺ ɺ ɺ

ɺɺ ɺɺ ɺ ɺ ɺɺ ɺɺ ɺ ɺ

ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ

ɺ

ɺ

ɺ ɺ

ɺ

ɺ ɺ ɺɺ

ɺ

( )1 1 1os sin ,q x q q− ɺ ɺ

   

(2.16)

 

       

( )
( )

( ) ( )

42 5 1 1

3 3 1 5 1

2
5 1 1 1

1

4 1

1 2

1

5

cos

sin

0,

sin

cos ,

2 sin .
a

a a

a

a

N x M xq x q

N M

L

x
x N q

xq M xx q

M q N x M x

L
N qq

L
q

x
N q

+

∂ =
∂

+∂ =
+∂

∂ = −

−

−
∂

−
− −

−

ɺ ɺ

ɺ ɺ ɺ ɺ

ɺ ɺ ɺ

ɺ

  

Um die erzeugte Gesamtgleichung kompakt wiedergeben zu können, ist es üblich zu einer 
Darstellung in Vektorschreibweise überzugehen. Hierfür werden die Massenmatrix 

3 3×∈M ℝ  und der Coriolisvektor 3 1×∈C ℝ  eingeführt:  

 ( ) ( ).= ⋅ +Q M s s C s,sɺɺ ɺ  (2.17) 

Die Massenmatrix ergibt sich durch das Einsetzen der erzeugten Ableitungen (2.16) in 

(2.15) und dem anschließenden Extrahieren aller von sɺɺ abhängigen Terme. Die restlichen 

Terme werden im Coriolisvektor gesammelt:  

 ( )
( ) ( )

1 3 1 5 1 5 1
2

3 1 5 1 2 5 4

5 1 4

4

5

2 2
5 1 1 3 1 5 1 1

5 1 4 11 2 1 3 1
2

1 5 1 2 1

cos sin cos

cos sin

cos

cos 2 sin

2 cos s

,

sin co in

2 s n

s .

i

a

a a

a a

a a a

a a

M M q M x q M q

M q M x q M M x M

M q M M

M q x q M q M q x q

M q x x N x q N q

N x M q x N q

N q N q

 
 = + 
 


−
−

− − +

− + −
− −



 
 

= − 
 
 
 

M

C

ɺ ɺ ɺ ɺ

ɺ ɺ

ɺ

 (2.18) 

Die Massenmatrix M  weist eine besondere Eigenschaft auf, die sich aus ihrer Definition 
erschließt: 

 
1

.
2

TT = s Msɺ ɺ  (2.19) 
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Hiermit ist indirekt gezeigt, dass die Massenmatrix positiv definit ist, denn die kinetische 

Energie T  ist immer größer Null für ( )0 0 0
T≠sɺ . Damit ist die Massenmatrix 

invertierbar:  

 .=-1M W  (2.20) 

Dies ist eine wichtige Grundlage für die Erzeugung der Zustandsform:   

 ( )
1,1 1,2 1,3 1

1
2,1 2,2 2,3 2

3,1 3,2 3,3 3

.R

D

W W W u C

W W W F C

W W W F C

−

      
      = ⋅ − = ⋅ −      

     
     

s M Q Cɺɺ  (2.21) 

ZUSTANDSDARSTELLUNG 

Die Zustandsdarstellung ist eine für den Reglerentwurf zweckmäßige und gut 

interpretierbare Beschreibung des Systemzustandes. Hierfür wird zunächst ein passender 
Zustandsvektor definiert:  

 ( ) ( )1 2 3 4 5 6 1 1: .
T T

a ax x x x x x x x q q x x= =x ɺ ɺ ɺ  (2.22) 

Die Zustandsdarstellung lässt sich erzeugen, indem die Bewegungsgleichungen (2.21) in 
Form von drei Differentialgleichungen zweiter Ordnung in sechs Differentialgleichungen 

erster Ordnung umgewandelt werden. Trennt man weiterführend das Gleichungssystem 
in vom Eingang abhängige und unabhängige Terme, so erhält man den Ausdruck: 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

1,1 1 1,2 2 1,3 3 1,1

4

2,1 1 2,2 2 2,3 3 2,1

6

3,1 1 3,2 2 3,3 3 3,1

0

0
.

0

R R

R R

R R

u

x

W C W F C W F C W

x
u

W C W F C W F C W

x

W C W F C W F C W

= + ⋅

   
   − + − + −   
   

= + ⋅   − + − + −   
   
      − + − + −   

x f x g xɺ

 (2.23) 

Die Vektorfunktion ( )f x  des Systems und ( )g x  des Eingangs sind nichtlinear, da 

sowohl die Elemente ,i jW  der invertierten Massenmatrix als auch die Elemente kC  des 

Coriolisvektors von den Zustandsgrößen abhängen. 
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BEZIEHUNGEN DER PENDELMASSEN 

Im Versuchsaufbau besteht die Pendelstange aus einem Stab mit dem Gewicht Pm  und 

einer austauschbaren variablen Zusatzmasse Zm . Diese stehen im Zusammenhang mit der 

zuvor modellierten Punktmasse 1m  und der schwingenden Masse 2m . Es wurde bereits 

angedeutet, dass die Pendelstange im Versuch selbst ohne Zusatzmasse Zm  schwingt. 

Damit sich das Modell ähnlich verhält, ist es notwendig, die Pendelmasse Pm  auf 1m  und 

die Federmasse 2m  aufzuteilen.  

Dieser Unterabschnitt beschäftigt sich mit der Übersetzung der Massen unter der 
Voraussetzung, dass die Energie des Gesamtpendels unverändert bleibt. Nach Gleichung 
(2.2) werden hierfür die isolierten kinetischen Energien für das System mit Zusatzmasse 
bestimmt: 

 
( )

( )

2 2 2
1 1 1

2 2 2
1 1 1

1 1
cos ,

2 2
1

2 cos .
2

P P P P P P P

Z Z Z Z

T m x m r q x q I m r q

T m x r q x q r q

= + + +

= + +

ɺ ɺ ɺ ɺ

ɺ ɺ ɺ ɺ

 (2.24) 

Idealisiert als Stab lässt sich das Trägheitsmoment für die Pendelstange (bei Rotation um 
den Schwerpunkt) mittels des spezifischen Gewichts und der Stablänge ausdrücken:  

 

21
12

1
2

,

,

.

P Stab P P

P P

Z P

I I m l

r l

r l

= =
=
=

 (2.25) 

Aus Gleichung (2.7) extrahiert man für die Gegenüberstellung die kinetischen Energien 
beider Punktmassen: 

 
( )

( )

2 2 2
1 1 1 1 1 1 1

2 2 2
2 2 2 1 1 2 1

1
2 cos ,

2
1

2 cos .
2

T m x r q x q r q

T m x r q x q r q

= + +

= + +

ɺ ɺ ɺ ɺ

ɺ ɺ ɺ ɺ

 (2.26) 

Die Federauslenkung ax  der Masse 2m  wird für diese Betrachtung Null gesetzt, da der 

statische Fall betrachtet wird. Mit 0ax =  entfällt so eine separate Untersuchung der 

potentiellen Energien, da diese für beide Systeme gleich ist. Der mathematische 
Zusammenhang zwischen Pendelschwerpunkt und verschobener Masse definiert sich wie 

folgt: 

 1 2 .P ZT T T T+ = +  (2.27) 
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Hieraus lässt sich ein lineares Gleichungssystem erzeugen, indem man die Formeln in 
(2.25) einbezieht und in Vektorschreibweise notiert: 

 

21
1 2 2

1
1 2 1 1 2 2 1 12

2 2 2 2 21 1
1 1 2 2 13 2

0 cos .

T

P Z

P Z P P Z P

P P Z P

m m m m x

T T T T m l m l m r m r q x q

m l m l m r m r q

         
         = + − − = + − − ⋅         

                  

ɺ

ɺ ɺ

ɺ

 (2.28) 

Die Lösung für die drei Gleichungen mit den vier Unbekannten ( )1 2 1 2, , ,m m r r  lässt sich 

erst eindeutig bestimmen, wenn eine der Unbekannten festgelegt wird. Es bietet sich an, 

die Federmasse 2m  vorzugeben und das Gleichungssystem wie folgt analytisch zu lösen: 

 
( )

( )
( )

( )

1 2 1

1

1 2 2

1 2

1

2
2

3 4 3
,

6

3 4 3

,

2

2
.

6

P P Z P Z
P

P Z

P P Z P Z
P

P Z

P Z

m m m m m m m m
l

m m m

m m m m m m m m
r l

m m

m m m

r

m

m

+ − +
+

+ +

−

+

+

+

=

=

=

 (2.29) 

Die drei Parameter 1 1 2, ,m r r  für das Modell mit flexibler Pendelstange lassen sich damit 

numerisch mithilfe der abhängigen Größen , ,P Z Pm m l  und 2m  bestimmen (siehe Kapitel 

2.2.1).  
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2.1.2 ZWEIARMMANIPULATOR 

Wie der Name bereits andeutet, besteht der Manipulator aus zwei Armgliedern. Diese 
werden für die Modellierung als Starrkörper angenommen. Befestigt und verbunden sind 
sie durch zwei Drehgelenke, die jeweils durch einen Getriebemotor aktuiert werden. Das 
Bezugssystem, die Basis, ist in Analogie zum menschlichen Arm über das Schultergelenk 
mit dem Oberarm verbunden. In gleicher Weise ist der Oberarm über das 
Ellenbogengelenk mit dem Unterarm verbunden. Abbildung 4 verdeutlicht die 
beschriebenen Zusammenhänge. 

Die Bewegung beider Arme ist auf eine Ebene senkrecht zum Gravitationsfeld begrenzt. 
Dadurch wird das System nicht von Potentialkräften beeinflusst und für die 
Anwendbarkeit des Lagrangeformalismus muss nur die kinetische Gesamtenergie 
bestimmt werden. Ein weiterer Vorteil ist, dass die Modellierung auf den ebenen Fall 
reduziert werden kann.  

 

 
ABBILDUNG 4 :  DARSTELLUNG DES  MANIPULATORS  MIT  E INGEZEICHNETEN 

KENNGRÖßEN 

Resultierend aus der starren Verbindung zwischen den zwei Drehgelenken hat das System 

zwei Freiheitsgrade, die Armwinkel 1θ  und 2θ . Beide Winkel werden über Potentiometer 

gemessen und bilden für den Modellentwurf den Satz unabhängiger generalisierter 

Koordinaten ( )1 2,q q . Durch den praktischen Aufbau sind diese auf eine maximale 

Drehung von 180 Grad beschränkt. Daher kann für das Modell der Konfigurationsraum  

 1 2( , ) , ,
2 2 2 2

q q
π π π π− −   ∈ ×   

   
  (2.30) 
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festgelegt werden. Am Ende des Unterarms befindet sich der Toolcenterpoint (TCP). An 
diesem ist im praktischen Aufbau das Kardangelenk für das Pendel angebracht. Für die 
Modellierung wird vereinfacht eine Punktmasse angenommen. Abbildung 5 illustriert den 
Arbeitsraum des TCPs mit den definierten Armwinkelbeschränkungen.  

In den folgenden drei Unterabschnitten wird die Zustandsdarstellung des 
Manipulatormodells erzeugt. 

 

 
ABBILDUNG 5 :  ARBEITSRAUM DES  TCP 

KINETISCHE ENERGIE 

Für die Herleitung der Modellgleichungen muss zunächst analog zum Modellentwurf des 

inversen Pendels die kinetische Gesamtenergie T  des Systems bestimmt werden. Die 
Lösung lässt sich ohne Beschränkungen vom Raum in die Ebene übertragen, da die 
Achsen der Gelenke als exakt parallel angenommen werden. Beide Arme sind als starre 
Körper modelliert. Der TCP und das Ellenbogengelenk werden als zusätzliche 
Punktmasse ohne Trägheitsmoment und eigenen Drehwinkel definiert. Für die vier 
Körper lässt sich die kinetische Energie wie folgt aufstellen: 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 2 2 2 2 2 2 2 211 1
11 11 12 12 21

12 21 22 2
21 22 22 1 1 2

2 2 2 21 2
1 1 2 2

1 1

2

x +y x +y x +y
2 2 2

x
2 22

+y

2 2
x +y x +y

2

.

n i
i i i

i i i i j
i j

m m m m I I
q q q

m m I
qT

= =

= + + + + + +

+
  
 = +  
   
∑ ∑

ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ

ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ

(2.31) 

  

l2
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Als neu eingeführte Größen bezeichnet dabei im  die Masse und iI  das Trägheitsmoment 

des jeweiligen Körpers bei Rotation um die Querachse des Schwerpunkts. Die acht 

Freiheitsgrade i jxɺ  und ijyɺ  stellen die Geschwindigkeiten der Körperschwerpunkte, 

aufgeteilt in ihre Raumkomponenten, dar. Für die Massepunkte 12m  und 22m  kann 

festgehalten werden, dass sich diese starr am Ende des jeweiligen Arms befinden. Unter 
Einbezug der Verbindung der Arme per Drehgelenk, lassen sich zur Reduktion der 
Freiheitsgrade holonome3 Zwangsbedingungen aufstellen. Die kartesischen Koordinaten 

ix  werden abgeleitet wie folgt ersetzt und durch die zwei generalisierten Koordinaten 1q  

und 2q  ausgedrückt:  

 

( )

( )
( )
( )
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1
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1
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1

1
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.
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l
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= ∈
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 
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 
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−
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+ 
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−
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x

x

x

x

x

 (2.32) 

Indem die Ausdrücke in (2.32) nach der Zeit abgeleitet werden, erhält man folgende 
Gleichungen: 
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

 (2.33) 

  

                                                 
3  Holonome Zwangsbedingungen verringern die Anzahl an Freiheitsgraden durch Aufstellen von 
Gleichungen zwischen den Koordinaten der Körper eines Systems. 
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Durch trigonometrische Umformung lassen sich vereinfachte Terme für ( )2

i ix y+ɺ ɺ  

finden: 
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1 1 2 1 2

22 2 2

2 2 2 2
11 11 1 1

2 2 2 2
12 12 1 1

2 2 2
21 21 1 1 2 2 1 2

2 2
22 22 11 1 1 2 1 2 2 12 2

,

,

,

si

2 si

n .

n

2

r q q

x y r q

x

q q r q q
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y l q

x y l q l

x y l l q

+
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= ⋅

+ = ⋅

+ = +

+ + +

+
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+

+

ɺ ɺ ɺ

ɺ ɺ ɺ

ɺ ɺ ɺ

ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ

ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺɺ ɺ

 (2.34) 

Diese Terme sind direkt in die Formel (2.31) für die kinetische Energie einsetzbar: 

 
( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )

22 211
1 1 2 1 2

222 2 2 21
1 1 1 2 1 2

2 2 2 2 212 21
1 1 1 1 1 1 2 2 1 2

22 2
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2
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2 .
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r q q q q r q qr q l q l q

m I I
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l
T

l l q q q q ql

⋅ ⋅ + +
=
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+ ++ + + ++ +

ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ

ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ

(2.35) 

Um eine kompaktere Darstellung zu erzeugen, bietet es sich an, folgende 

Trägheitskonstanten iM  zu definieren: 

 

( )
( )

[ ]

2
1 1 1

2 1 2 21 2 22

2 2
3 2 2 21 2

2
11 1 12 21 22

22

,

,

.

,

²i

M I r m m m

M l r m l m

m l

M kg m

M I r m l m

+= +

+

+

=

+

=

+
⋅

= +
 (2.36) 

Die kinetische Energie des Zweiarmmanipulators lässt sich hiermit in folgender Form 

notieren: 

 ( ) ( )( )22
1 1 2 1 1 2 2 3 1 2

1
2 si .n

2
T M q M q q q q M q q= + + ++ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ  (2.37) 
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LAGRANGEFORMALISMUS 

Für die Erzeugung der Bewegungsgleichungen kommen erneut die Euler-Lagrange-
Gleichungen 2. Art zum Einsatz. Da das System des Armmanipulators frei von 
Potentialkräften ist, ergibt sich die Lagrangefunktion zu  

 L T≡  (2.38) 

und entspricht damit der kinetischen Energie T . Mit den generalisierten Koordinaten 

( )1 2

T
q q=q lassen sich die in (2.15) beschriebenen Euler-Lagrange-Gleichungen 

aufstellen. Hierfür werden zunächst die benötigten Ableitungen gebildet: 
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∂
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∂
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ɺ( )2

1 1 2 2cos .q q q+ ɺ ɺ

 (2.39) 

Für die Darstellung der Bewegungsgleichungen wird das System in die 

Vektorschreibweise überführt. Es werden hierfür die Massenmatrix 2 2×∈M ℝ , der 

Coriolisvektor 2∈C ℝ  und der Vektor der nichtkonservativen Kräfte 2
A ∈Q ℝ  

eingeführt. Die Massenmatrix ergibt sich aus den Lagrangeschen Gleichungen, indem die 
von qɺɺ  abhängigen Terme extrahiert werden. Die restlichen Terme finden sich im 

Coriolisvektor C  wieder: 

 ( )

1 2 2 3 2 2 3

2 2 3 3

2
2 2 1 2 2

2
2 1 2

sin sin
,

sin

cos
.

c

2

o

2

s

M M q M M q M

M q M M

M q q q q

M q q

+ 
=  

+ +
+ 

 +
=  
 
 −

M

C
ɺ ɺ ɺ

ɺ

 (2.40) 
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Über den Vektor AQ  kann neben einer wirkenden Reibung weiterhin ein Drehmoment 

pro Armgelenk aufgeprägt werden. Für die Modellentwicklung des MKS ist der Vektor 
zunächst uninteressant, daher wird er wie folgt vereinfacht: 

 1

2

.A

u

u

 
=  
 

Q  (2.41) 

Für die Bewegungsgleichung ergibt sich damit die Form:  

 ( ) ( ), .A = +Q M q q C q qɺɺ ɺ  (2.42) 

In Vorbereitung für die Zustandsdarstellung wird eine weitere Umformung der 
Bewegungsgleichung vorgenommen. Das Gleichungssystem wird bezüglich des Vektors qɺɺ  

aufgelöst:  

 ( )1 .A
−= −q M Q Cɺɺ  (2.43) 

Dass die Inverse der Massenmatrix existiert, wurde bereits mit Gleichung (2.19) gezeigt. 
Sie ergibt sich zu: 

 ( )
( ) ( ) ( )2

3 1 2 2 3

2,2 1,

2 2 3

21

2,1 1,1

1
,

det

det sin sin2 .M M M q

M M

M

M M q M

M
−

+ −

− 
=  − 

+ +=

M
M

M

 (2.44) 

Die Terme ,i jM  stehen für die Elemente der Massenmatrix, während kM  die im 

Abschnitt Kinetische Energie (Seite 15) definierten Trägheitskonstanten sind. Auf eine 

Darstellung der Gleichung (2.43) mit eingesetzter Matrix und Vektoren wird verzichtet, da 
die im nächsten Unterkapitel erzeugte Zustandsdarstellung die gleichen Beziehungen 
übersichtlicher wiedergibt. 
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ZUSTANDSDARSTELLUNG 

Die Zustandsdarstellung des Zweiarmmanipulators kommt in späteren Kapiteln nicht 
direkt zum Einsatz, allerdings wurde sie für die Simulation in der Software als Basis für 
das Verhaltensmodell verwendet, weshalb die Erstellung hier nur kurz umrissen wird. Der 
Zustandsvektor kann wie folgt definiert werden: 

 ( ) ( )1 2 3 4 1 1 2 2: .
T T

x x x x q q q q= =x ɺ ɺ  (2.45) 

Auf Basis des Zustandsvektors x  werden die in Gleichung (2.43) dargestellten 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung in Differentialgleichungen erster Ordnung 

überführt und anschließend in eingangsabhängige ( A A=u Q ) und unabhängige Terme 

aufgetrennt: 

 1 1 2 2( ) ( ) ( )

( ) ( ) .A

u u= + ⋅ + ⋅
= + ⋅

x f x g x g x

f x G x u

ɺ

 (2.46) 

Sowohl das Vektorfeld ( )f x , als auch die Matrix ( )G x  sind nichtlinear und ergeben sich 

zu: 

   

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

2 2 2

2 3 2 3 2 4 3 2 3 1 2 2 3

22

2

2

1 3 3

2
2 3 2 4 3 2 2 3 3
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 
 
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 
 − − 
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 (2.47) 

Resultierend erhält man ein Zustandssystem mit vier Zuständen und zwei Eingängen, 
welches das Verhalten des Armmanipulators nachbildet. 
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2.1.3 REIBUNGEN 

Die mechanische Reibung ist eine nichtkonservative Kraft und entsteht an der 
Berührungsstelle zweier Körper. Beim Modell des Zweiarmmanipulators wirkt die 
Reibung in den beiden Armgelenken und beim Pendel im Kardangelenk und dämpfend in 
der Feder. Es wird zusammengefasst zwischen den folgenden Reibkräften unterschieden:  

 ( )
,

,

.

V V

C C

H
H

T

F d

F d sign

d u
F

d

ϕ
ϕ

ϕ

= ⋅
= ⋅

=
+

ɺ

ɺ

ɺ

 (2.48) 

Die drei approximierten Gleichungen beschreiben die viskose, Coulomb- und 
Haftreibung und bestehen jeweils aus einer Reibungskonstante und der Geschwindigkeit 

ϕɺ  einer abhängigen Größe. Während die Coulombreibung nur von der Richtung der 

Geschwindigkeit abhängig ist, besteht bei der viskosen Reibung eine direkte 
Proportionalität zur Geschwindigkeit. Die Haftreibung unterscheidet sich dahingehend, 
da sie umgekehrt proportional zur Geschwindigkeit ist. Sie ist zusätzlich abhängig von 

einem Eingang u  und einer weiteren Konstante 0Td > , um den Reibungsterm vor einer 

Singularität zu schützen und gleichzeitig Kontrolle über das Anstiegsverhalten der 

Funktion zu haben. Eine beispielhafte Wirkweise der Reibungsmodelle wird in Abbildung 
6 gezeigt. 

 

 
ABBILDUNG 6 :  WIRKUNG DER  MODELLIERTEN REIBUNGEN 
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2.1.4 AKTOREN 

Die Antriebe in Kombination aus Motortreiber, Gleichstrommotor und Getriebe werden 
im Modell nur als Einheit betrachtet, da mit keinem vertretbaren Aufwand separate 
Messungen zwischen diesen Elementen durchführbar sind. Es ist bekannt, dass der 
Motortreiber stromgeregelt arbeitet, jedoch ist die Regelstrategie für das sich ergebene 
Drehmoment unbekannt. Demnach wird eine Funktion gesucht, mit der sich die 

Spannung Tu am Motortreiber in ein an den Armen anliegendes Drehmoment AQ  

umrechnen lässt. Die viskoelastische und spielbehaftete Kennlinie der Antriebe wird dabei 
nur in Grundzügen angenähert. Es sind markante Effekte beobachtbar, welche die 
Regeleigenschaften beeinflussen und daher nachfolgend einzeln modelliert werden.  

Die beiden unterschiedlichen Motoren werden durch einen anpassbaren 
Verstärkungsfaktor charakterisiert:  

 1

2

.G
A G

G

k

k

 
=  
 

Q u  (2.49) 

Weiterführend ist ein Reibungsverlust in Getriebe und Motor zu berücksichtigen. Somit 

ergibt sich Gu  zu:  

 
,1

,2

.G
G M

G

F

F

 
= −  

 
u u  (2.50) 

Die Reibung ,G iF  ist ein Mischterm bestehend aus viskoser, Coulomb- und Haftreibung: 

 ( ) , ,
, , ,

,

mit {1,2}.H i M i
G i V i i C i i

i T i

d u
F d d sign i

d
θ θ

θ
⋅

= ⋅ + ⋅ + ∈
+

ɺ ɺ

ɺ
 (2.51) 

Die beobachtete geringfügige Ortsabhängigkeit der Reibung wird für den Modellentwurf 
vernachlässigt. Bedeutsamer sind die Richtungsabhängigkeit der Reibung und die leichte 
Nullpunktverschiebung beim differentiellen Eingang des Motortreibers. Folgende 
Gleichung dient der Beschreibung dieser Effekte: 

 
, , , ,

,
, ,

0
.T i T i M i T i

M i
T i M i

u k k wenn u
u

u k sonst

⋅ + ≥
=  +

 (2.52) 

Die Nullpunktverschiebung ist besonders bei geringen Geschwindigkeiten von Bedeutung 
und wird in der Fallunterscheidung zusammen mit der richtungsabhängigen Reibung für 
ein symmetrisches Ansprechverhalten modelliert. Betrachtet man die vier vorgestellten 

Gleichungen als Einheit, so erhält man eine Funktion ( )A TQ u , welche die Spannung am 

Eingang der Motortreiber in ein anliegendes Drehmoment am Getriebeausgang 
umwandelt. 



2 MODELLBILDUNG 

- 23 - 

DIE GETRIEBELOSE 

Bei der Lose der beiden Getriebe der Antriebsmotoren handelt es sich um einen großen 
Einflussfaktor für den sich einstellenden Grenzzyklus des inversen Pendels. Während des 
Regelvorgangs wirkt die Getriebelose wie ein 2-Punkt-Glied mit Hysterese (siehe 
Abbildung 7), welches am Ende des Getriebes, ergo direkt am Arm, anliegt. Bei jedem 
Lastwechsel des Motors muss zuerst eine Totzone (grau hinterlegt) durchfahren werden, 
bevor das Drehmoment am Arm anliegt. Der Zeitpunkt des Lastwechsels ist beliebig und 
ist in der Abbildung illustrativ durch gestrichelte Linien ersichtlich gemacht worden. 
Aufgabe ist es, die Getriebelose in seiner Funktion nachzubilden. Hierfür muss ein 
Lastwechsel erkannt werden, eine Totzone konfigurierbar sein und es muss ein Feedback 
für das am Getriebeausgang anliegende Moment geben um die Stoßintensität nach 
Durchschreiten der Totzone dem aktuellen Sollwert anzupassen. 

 
ABBILDUNG 7 :  BEISP IELHAFTER  VERLAUF  DER  GETRIEBELOSE 

Nachfolgend wird eine Implementierung vorgeschlagen. Das Statechart in Abbildung 8 ist 
von der Funktion im Anhang »A1: Getriebelose« abgeleitet. Folgende Variablen werden 
verwendet: »e« ist der aktuelle Wert der Eingangsfunktion, »ep« als deren Ableitung, »A« 
lokales zurückliegendes Maximum/Minimum der Eingangsfunktion, »a« die Kenngröße 

des Getriebespiels, »u« ist der Ausgang und »k« zeigt mit diskreten Werten {-1,0,1} an, ob 
das Eingangsmoment am Ausgang anliegt. Die auf der Funktion basierende Simulation 
mit einer Getriebelose von 0.1a =  ist in Abbildung 9 bzw. 10 dargestellt. Als Eingang 
dient eine harmonische Schwingung mit abnehmender Amplitude. Darüber hinaus 
können die Zustände des Statecharts anhand der grau gekennzeichneten Z1, Z2,.... in dem 
Verlauf der Getriebelose in Abbildung 7 nachverfolgt werden.  
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ABBILDUNG 8 :  STATECHART VON DER  GETRIEBELOSE  

 
ABBILDUNG 9 :  GETRIEBELOSE  MIT  HARMONISCHER SCHWINGUNG MIT  

KLEINER  WERDENDER AMPLITUDE AM  EINGANG 

 
ABBILDUNG 10 :  GETRIEBELOSE  IN  /e eɺ -DARSTELLUNG 

Z u s t a n d 1

d o :

k = 0
A = 0
u = 0

Z u s t a n d 2

d o :

k = 1
A = e - a
u = e - A

Z u s t a n d 3

d o :
k = 0
u = A

Z u s t a n d 4

d o :
k = - 1
u = e + a

[ e > a ]

[ e < A - a ][ e > = A - a ]

[ e < = a ]

[ e < A - a ]

Z u s t a n d 5

d o :

k = 0
A = 0
u = 0

Z u s t a n d 6

d o :

k = - 1
A = e + a
u = e +A

Z u s t a n d 7

d o :
k = 0
u = A

Z u s t a n d 8

d o :
k = 1
u = e - a

[ e < - a ]

[ e > A + a ][ e < = A + a ]

[ e > = - a ]

[ e > A + a ]

[ e p < 0 ]

[ e p > 0 ]

0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4
−0.25

−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

t/s

e,
u,

k

 

 

Eingang
Ausgang
Kontakt

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

ė
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2.2 PARAMETRIERUNG 

Zum Modellentwurf des vorherigen Kapitels 2.1 folgt die Bestimmung der verwendeten 
Konstanten. Da sich jedes der Einzelmodelle an einem praktischen System orientiert, 
kann die Dimensionierung durch Experimente erfolgen. Mit verschiedenen hier 
vorgestellten Ansätzen wird das Verhalten des Modells angeglichen. Dieser Schritt ist 
später maßgebend für das Regelverhalten des modellbasierten Reglers.  

Die verwendeten Bewegungsverläufe wurden dabei durch einen xPC aufgezeichnet. Aus 
Matlab heraus konnten verschiedene Eingangsverläufe vorgegeben und die Antworten des 
Systems ausgewertet werden. Die Position der Arme und des Kardangelenks im 
Arbeitsraum wird über vier identische Drehpotentiometer gemessen, welche frei drehend 
sind und einen aktiven Messbereich von etwa 340° aufweisen. Das später folgende Kapitel 
4.3 beschreibt den Messaufbau für das System näher.  

2.2.1 INVERSES PENDEL 

LÄNGEN, GEWICHTE UND TRÄGHEITSMOMENTE 

Für die Modellbetrachtung in Abschnitt 2.1.1 sind die Parameter des Versuchspendels  in 
Modellparameter überführt worden. Alle Körper wurden mit der gleichen digitalen Waage 

(mit einer Auflösung 2
min 10 g−∆ = ) gemessen und die Längen mit einem handelsüblichen 

Zollstock ermittelt. 

Einer der zwei Grundkörper ist die Pendelstange, welche einem idealen Stab gleichgesetzt 

wird. Neben einer spezifischen Länge Pl  besitzt dieser Stab einen Schwerpunkt Pr , eine 

Masse Pm  und ein Trägheitsmoment PI : 

 
1
2

2 21
12

1.322 ,

0.661 ,

0.162 ,

23.59 .

P

P P

P

P P P

l m

r l m

m kg

I m l g m

=
= =
=

= = ⋅

 (2.53) 

Den zweiten Körper stellt die variable Zusatzmasse Zm  dar. Für die Experimente im 

Rahmen dieser Diplomarbeit wurden vier verschiedene Zusatzgewichte genutzt, welche 
mit dem tiefgestellten Index a bis d gekennzeichnet sind: 

 9.43g,    54.73g, 100.03g,    151.39g.Za Zb Zc Zdm m m m= = = =  (2.54) 
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Für Beispielbetrachtungen mit konkreten Zahlenwerten kommt in dieser Arbeit die vierte 

Zusatzmasse Zdm  zum Einsatz. 

REIBUNGEN UND DÄMPFUNG 

Um die Stärke der Reibungen im Drehgelenk des Pendels zu bestimmen, wurde das 
Kardangelenk umgedreht, mit der Pendelstange nach unten gerichtet, befestigt. Ein 
Vergleich mit den theoretischen Schwingungsverläufen (siehe Abbildung 11) wurde 
ermöglicht, indem das Zustandssystem des inversen Pendels wie ein reguläres Pendel 
ohne Anschlag verwendet wurde. Dabei verhält sich das Modell wie die 
Schwingungsgleichung eines physikalischen Pendels. Stellt man dies der Einhüllenden der 

Schwingungsgleichung gegenüber ( ψ̂ ist die Amplitude zu 0t = , d  die 

Dämpfungskonstante, gI  die Trägheit des Pendels) 

 ( ) 2ˆ ,g

d t

It eψ ψ
⋅−

=  (2.55) 

so wird deutlich, dass in der Abbildung kein exponentieller Verlauf zu erkennen ist. 
Dieser Versuch lässt sich für alle vier möglichen Zusatzmassenkonfigurationen 
wiederholen. Bis auf geringe Abweichungen verhält sich die Dämpfung am Pendel trotz 

variabler Zusatzmasse gleich. Auffällig ist, dass die Dämpfung mit größerer Amplitude 
schwächer wird und sich einer unteren Grenze nähert. Das Diagramm in Abbildung 12 
stellt diesen Zusammenhang dar. 

 
ABBILDUNG 11 :  ANWENDUNG ALS  REGULÄRES  PENDEL  
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ABBILDUNG 12 :  ZUSAMMENHANG DER DÄMPFUNG /  AMPLITUDE MIT 

VERSCHIEDENEN MASSEN 

Im Modell wurde für dieses Verhalten eine Reibkraft RF  im Drehgelenk vorgesehen. 

Diese wird mit den Termen der viskosen Reibung und Coulombreibung (siehe Kapitel 
2.1.3) besetzt: 

 ( ).R V C V CF F F d d signϕ ϕ= + = +ɺ ɺ  (2.56) 

Mit Hilfe der Simulation ließen sich die Reibungskonstanten Vd  und Cd  wie folgt 

aufschlüsseln: 

Masse 
3/10V N sd − ⋅  3/10C Nd −  

0g 6 1.9 
1g 5 2.3 

2g 4 2.5 
3g 4 2.7 
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FEDERKONSTANTEN 

In dem hybriden Modell des inversen Pendels wurden zwei Federn vorgesehen. Die eine 
modelliert die Flexibilität der Pendelstange und die andere bildet eine Winkelbegrenzung 
in Form eines Anschlags nach. Durch Experimente (siehe Abbildung 13), bei denen das 
inverse Pendel von der aufrechten Stellung in den Anschlag fallen gelassen wurde, konnte 

folgende Federkonstante für den Anschlag 3 0.1r m=  ermittelt werden:  

 4 1
2 1.9 10 .k N m−= ⋅ ⋅  (2.57) 

Als weiteres Experiment wurde das Kardangelenk erneut umgekehrt befestigt, mit der 
Pendelstange nach unten gerichtet. Auf diese Weise konnte die erste Eigenmode der 
Pendelstange angeregt und aufgezeichnet werden.  

Die Eigenfrequenz Hzf  gibt Aufschluss über die Relation zwischen dem Modellparameter 

2m  der schwingenden Zusatzmasse und der Federkonstante 1k . Beide Werte blieben 

bisher unbestimmt, da sie keine direkt messbaren Größen sind, sondern im Modell die 
Flexibilität der Pendelstange nachbilden. Isoliert man aus dem approximativ linearisierten 
Zustandssystem (3.8) die Formeln 

 
( )

( ) ( )
3 4,3 3 4,4 3 4,5 2 1 5

5 6,3 3 6,4 2 3 6,5 2 1 5

, ,

, ,

x A x A x A m k x

x A x A m x A m k x

= ⋅ + ⋅ + ⋅

= ⋅ + ⋅ + ⋅

ɺɺ ɺ

ɺɺ

 (2.58) 

so lässt sich erkennen, dass zwei miteinander gekoppelte Gleichungen für Masseschwinger 

vorliegen. Die Zustandsgröße 5x  ist ebenso wie 2m  und 1k  unbekannt. Der Verlauf lässt 

sich aber durch einen Beobachter bestimmen, sobald die beiden anderen Größen bekannt 
sind. Das weitere Vorgehen bestand darin, in einem iterativen Verfahren die Federmasse 

2m  vorzugeben und durch Simulation eine passende Federkonstante zu finden. Das 

Zustandsmodell wurde dazu mit einem Sprung auf die Federauslenkung angeregt und 

bezüglich der ersten Eigenmode untersucht. Ein passendes 1k  konnte so in jedem Fall 

gefunden werden. Mit den festgesetzten Parametern ließ sich das Regelverhalten mit dem 
daraufhin angepassten Zustandsbeobachter am Versuchsstand experimentell untersuchen. 

Die Vorgehensweise für die Anpassung von 2m  sind eng mit dem Reglerentwurf 

verknüpft und daher im Kapitel 3.1 beschrieben. 
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Folgende Tabelle listet die ermittelten Parameter abhängig von der Zusatzmasse Zm  auf:  

Zusatzmasse /Hz Hzf  2 / kgm  1

1 / N mk −⋅  

Zam  12.0 0.052 241 

Zbm  11.0 0.074 255 

Zcm  10.5 0.111 294 

Zdm  10.0 0.131 330 

 

 

 

 
ABBILDUNG 13 :  INV .  PENDEL  MIT  FALL IN  DEN ANSCHLAG –  EXPERIMENT AM  

VERSUCHSSTAND UND S IMULATION -  OHNE ZUSATZMASSE  
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MODELLKONSTANTEN 

Mit den bereits bekannten Parametern können die davon abhängigen Modellparameter 

1 1,m r  und 2r  über die Massenbeziehung zum Pendel berechnet werden4. Anschließend 

lassen sich die Konstanten iM  und iN 5 numerisch bestimmen.  

Die Modellparameter: 

Zusatzmasse 1 / kgm  1 / mr  2 / mr  

Zam  0.121 0.439 1.318 

Zbm  0.143 0.514 1.437 

Zcm  0.151 0.537 1.426 

Zdm  0.182 0.616 1.486 

 

Die Konstanten der kinetischen Energie: 

Zusatzmasse 1 / kgM  2 / ²kg mM ⋅  3 / kg mM ⋅  4 / kg mM ⋅  5 / kgM  

Zam  0.173 0.114 0.122 0.069 0.052 

Zbm  0.217 0.191 0.180 0.106 0.074 

Zcm  0.262 0.269 0.239 0.158 0.111 

Zdm  0.313 0.358 0.307 0.195 0.131 

 

Die Konstanten der potentiellen Energie: 

Zusatzmasse 
1

1 / N mN −⋅  2 / NN  3 / N mN ⋅  4 / N mN ⋅  

Zam  120.5 0.510 1.193 190.0 

Zbm  127.5 0.726 1.764 190.0 

Zcm  147.0 1.089 2.347 190.0 

Zdm  165.0 1.285 3.009 190.0 

 

Die Modellkonstanten werden entsprechend der Zusatzmasse Zm  bei der 

Implementierung genutzt. 

  

                                                 
4 Siehe Formel (2.29) in Abschnitt 2.1.1 auf Seite 13 
5 Zu finden in Abschnitt 2.1.1 - Gleichungen (2.6) und (2.12) auf Seite 7 und 8 
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2.2.2 ZWEIARMMANIPULATOR 

Anders als bei dem inversen Pendel mussten für den Armmanipulator keine Gewichte 
oder Längen gemessen werden, da die Parameter bereits verfügbar waren. Der praktische 
Aufbau wurde parallel in Alaska, einer Entwurfssoftware für Mehrkörpersysteme, 
modelliert. Die folgenden Werte konnten daraus entnommen werden:  

 

11 12

21 22

1 2

1 2

0.870 , 0.960 ,

0.471 , 1.050 ,

0.255 , 0.223 ,

0.495 , 0.395 .

m kg m kg

m kg m kg

r m r m

l m l m

= =
= =
= =
= =

 (2.59) 

Bei der Masse 11m  und 21m  handelt es sich um die Gewichte der Arme. Ihre Körper 

werden als Stab vereinfacht. Daher ergeben sich ihre Trägheiten zu:  

 

2

1

2
2

,
3

18.86 ² ,

7.773 .

i i
i

m r
I

I g m

I g m

=

= ⋅

= ⋅

 (2.60) 

Die Punktmasse 12m  kombiniert die Gewichte des Unterarmmotors inklusive Getriebe 

und deren Halterungen. Das Kardangelenk am TCP mit der Masse 22m  ist ebenfalls als 

Punktmasse modelliert und stellt den beweglichen Schlitten des Pendels dar. Mit den 

gegenwärtig bekannten Parametern lassen sich die in Abschnitt 2.1.2 definierten 
Trägheitskonstanten berechnen: 

 

2
1

2
2

2
3

0.683 ,

0.257 ,

0.195 .

M kg m

M kg m

M kg m

= ⋅

= ⋅

= ⋅

 (2.61) 
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2.2.3 AKTOREN 

Da die Antriebe in Kombination aus Motortreiber, Gleichstrommotor und Getriebe als 
nicht näher beschriebenes System mit Reibungen modelliert wurden, müssen 
Experimente für die Ermittlung der Modellparameter gefunden werden.  

Damit die Betriebsweise der Antriebe deutlicher wird, folgt eine Beschreibung der 
verwendeten Elemente. Als Motortreiber kommt zwei Mal der lineare Servoverstärker 
»LC3002 FLS V1.2 Rev. 9211« von Faulhaber zum Einsatz. Der Sollwert für die 

Stromregelung wird extern über ein differentielles Spannungssignal [ ]3;3T Vu ∈ −  

vorgegeben. Interne Trimmer in dem Treiber begrenzen den maximalen Dauer- und 
Impulsstrom. Daraus ergeben sich im Betrieb Armbeschleunigungen und -
geschwindigkeiten mit einer oberen Grenze. Diese Grenze wurde konservativ gewählt, um 
die Getriebe nicht zu beschädigen.  

Für die beiden Arme werden unterschiedliche Motoren und Getriebe von Faulhaber 
verwendet. Der Oberarm wird von dem Motormodell »3557 K 024 CS« und dem Getriebe 
»SA 3208  38/1  246:1  047209« angetrieben. Bei dem Unterarm kommt der Motor »2342 
S 024 CR« und das Getriebe »SA 1508  30/1  246:1  064137« zum Einsatz. Die erste Zahl 
(beispielsweise 3557) beim Motor steht dabei für den Durchmesser 35 und die Länge 57 

in mm. Die zweite Zahl 024 gibt Auskunft über die Nennspannung in Volt. Beim 
Getriebe steht die zweite Zahl (etwa 38/1) für den Außendurchmesser 38mm und die 
Version 1. Die dritte Zahl (246:1) spiegelt das Übersetzungsverhältnis wider. 

Mittels Sprungantworten wurde das System experimentell untersucht. Für den Unterarm 

zeigen die Abbildung 14 und 15 die sich einstellende Winkelgeschwindigkeit mit 
verschiedenen Massen (0g, 150g und 1050g), sowie die maximale Winkelbeschleunigung 
in Abhängigkeit von der differentiellen Spannung am Motortreiber. Ein Skript erleichterte 
die Aufbereitung des Messsignals, die Bildung der Ableitungen und deren Darstellung. 

Allerdings mussten die Werte für ω̂  und ω̂ɺ  manuell abgelesen werden. 

 
ABBILDUNG 14 :  RESULTIERENDE WINKELGESCHWINDIGKEIT  DES  UNTERARMS 
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Im Diagramm zur Winkelgeschwindigkeit (Abbildung 14) ist an der oberen Schranke von 

ω̂  bei rund 2.4 rad/s gut zu erkennen, dass der Dauerstrom des Motorreglers nach oben 
begrenzt ist. Vor der Sättigung ist der Anstieg der Winkelgeschwindigkeit je nach Last 
leicht negativ gekrümmt bis nahezu linear. Die dritte Versuchsdurchführung mit der 
Zusatzlast von 1050g entspricht dem späteren Einsatzfall mit dem Kardangelenk. Nicht 
zu sehen ist der Bereich 0 bis 150mV für die Eingangsspannung am Motortreiber. Dieser 
Bereich kann nicht genau wiedergegeben werden, da die Reibungen dort sehr stark 

richtungs- und ortsabhängig sind. Die Haftreibung verhindert bis etwa 120T mVu =  eine 

Bewegung des Arms. Wird der Arbeitsbereich beispielsweise mit einer Steuerspannung 
dicht über dieser Schwellspannung durchfahren, so kommt der Arm in den 
Randbereichen zum Stehen, ohne am Anschlag anzuliegen. Diese ortsabhängige Reibung 
bleibt im Folgenden unbeachtet, da der Arbeitspunkt des Reglers abseits der 
Randbereiche liegt.  

 
ABBILDUNG 15 :  MAXIMALE WINKELBESCHLEUNIGUNG DES UNTERARMS 

Für die Darstellung der maximalen Beschleunigung in Abhängigkeit der anliegenden 
Steuerspannung kann man ein affines Verhalten für die drei Verläufe feststellen. Die 
Schwankungen sind der manuellen Auswertung geschuldet. Abbildung 16 demonstriert 
zusätzlich die Richtungsabhängigkeit der Beschleunigung. Die hierfür ausgewerteten 
Sprungantworten deckten ein asymmetrisches Ansprechverhalten der Antriebe auf. Lässt 
man die ortsabhängige Abweichung bei kleinen Steuerspannungen außer Acht, so ergeben 

sich für beide Kennlinien Unterschiede im Offset und Anstieg, die beim Modellentwurf 
zu beachtet sind. 

Arm /G mk
 ,M ik  ,T ik  

Oberarm  (1) 1.71 6·10-3 1.03 
Unterarm (2) 2.22 18·10-3 1.22 
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ABBILDUNG 16 :  R ICHTUNGSABHÄNGIGKEIT  DER  BESCHLEUNIGUNG OHNE 

LAST  

GETRIEBELOSE 

Die Getriebelose kann auf verschiedene Arten bestimmt werden. Dadurch, dass es am 

Ende des Getriebes anliegt, und der Arm innerhalb des Spiels frei und leicht beweglich ist, 
kann man entweder die mögliche Verschiebung des TCPs mit einer Schiebelehre messen 
oder aber das vorhandene Potentiometer nutzen um die Spannungsdifferenz zu 

bestimmen. Beide Verfahren sind indirekt, da für die Modellierung ein Winkelwert 
benötigt wird. Für den Unterarm ergibt sich mit der Schiebelehre ein Spiel von 5s mm∆ =
. Bei einer Armlänge von 2 0.445l m=  lässt sich ein Winkel von  

 

2 2
2

2
2

1
2

2
arccos 0.664

2

0.332

L

L L

l s

l

a

θ

θ

 ⋅ − ∆= = ° 
 

= ⋅ = °

 (2.62) 

errechnen. Das Getriebespiel entspricht genau dem halben Winkel Lθ . Für die Messung 

über die Potentiometer entspricht der Arbeitsraum von 180° einer Spannung von 

2.673VMU =  bzw. einem Kreissegment mit der Länge 1.398s m=  am TCP, wobei das 

Getriebespiel einer Spannungsdifferenz von 6.5U mV∆ =  entspricht:  

 3.4
M

U
s s mm

U

∆∆ = ⋅ =  (2.63) 

Mit der oben beschriebenen Berechnung (2.62) erhält man eine Winkellose von

0.219La = ° . Von den beiden Messmethoden ist die Schiebelehre zu bevorzugen, da die 

Potentiometer bei diesen kleinen Winkelauslenkungen nah an der Rauschgrenze liegen. 
Hinzu kommt, dass mit spezifizierten 5% Linearitätsfehler weitere Genauigkeit eingebüßt 
wird. 
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REIBUNGEN 

Die Kompensation der Getriebe- und Motorreibung ist ein wichtiger Schritt für den 
momentbasierten Reglerentwurf. Ohne den Ausgleich gibt es zwischen dem Soll- und 
dem tatsächlich an den Armen anliegenden Moment erhebliche Abweichungen. Die 
Reibung wirkt ähnlich einer Totzone und hat den größten Einfluss bei kleinen 
Stellamplituden.  

Die Parameter lassen sich durch ein Experiment ermitteln, bei dem die Formeln der 
Reibkräfte (2.48) als Rückkopplung für die Motoren dienen: 

 ( ) , ,
, , , ,

,

mit {1,2}.H i M i
T i G i V i i C i i

i T i

d u
u F d d sign i

d
θ θ

θ
⋅

= = ⋅ + ⋅ + ∈
+

ɺ ɺ

ɺ
 (2.64) 

Ziel ist es, die Werte für die Reibungskonstanten Vd  und Cd  so einzustellen, dass die 

Antriebsmechanik bei einem Anstoßen des Arms wie ein reibungsarmes Kugellager wirkt. 

Es ist sinnvoll, zunächst die Coulombreibung zu kompensieren, sodass sich der Arm mit 
minimaler Geschwindigkeit weiterbewegt. Anschließend sorgt das Tuning des Parameters 

Vd  dafür, dass eine aufgeprägte Winkelgeschwindigkeit bis zum Erreichen des Anschlags 

gehalten wird.  

Die Anpassung des Parameters Hd  gibt letztlich Kontrolle über das Startverhalten bei 

stehendem Arm. Für ein Stellsignal (damit 0Mu ≠ ) muss der Regler für das inverse 

Pendel aktiviert werden. Im Regelvorgang gestaltete sich die Anpassung des Parameters 

als Kompromissabschätzung. Zum einen hatte die Kompensation der Haftreibung einen 
Ausgleich der Getriebelose zur Folge, zum anderen wurde die Armbeschleunigung größer. 
Indirekt regt dies die Eigenfrequenz der Pendelstange mehr an und führt so zu einer 

Verschlechterung der Regeleigenschaften. Der Wert für Hd  wurde daher konservativ 

gewählt. 

Folgende Parameter wurden durch die Versuche ermittelt:  

Arm /V N sd ⋅  /C Nd  Hd  1/T sd −

 
Oberarm 0.180 0.280 0.0025 0.001 
Unterarm 0.040 0.095 0.0025 0.001 
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3  REGLERENTWURF 

In diesem Kapitel wird der Entwurf eines stabilisierenden Reglers für das inverse Pendel 
Schritt für Schritt beschrieben und zur besseren Übersicht in mehrere Teilbereiche zerlegt. 
Einen groben Überblick liefert die Abbildung 17. Basis ist der praktische Aufbau des 
inversen Pendels als Block (rechtsgelegen) und gegenüberliegend (links) befindet sich der 
Zustandsregler, der für die Stabilisierung des Pendels zuständig ist. Um den Entwurf zu 
vereinfachen, wurden beide Pendelachsen am Kardangelenk separat betrachtet. Resultat 
ist eine stabilisierende Zustandsrückführung, welche für beide Achsen eine 
Stellbeschleunigung bestimmt. Das Unterkapitel 3.1 widmet sich der Vorgehensweise. Die 
bei der Lösung des Regelproblems verwendeten Koordinaten drehen sich mit dem TCP 
und müssen über zwei Koordinatentransformationen zuerst in raumfeste kartesische 
Koordinaten und anschließend in entsprechende Armwinkel umgewandelt werden. Um 
die ermittelten Stellbeschleunigungen aufprägen zu können, kommt ein Folgeregler zum 

Einsatz. Dieser besteht zum einen aus der inversen Kinematik der Arme, welche ein 
Drehmoment erzeugt, und zum anderen aus der inversen Antriebsdynamik. Darin erfolgt 
eine Kompensation für Getriebe, Motor und Motortreiber, sodass aus dem geforderten 
Drehmoment eine entsprechende Stellspannung für die Motortreiber wird. Nimmt man 
die Teile zusammen, so lässt sich daraus ganzheitlich ein Regler in eine Steuersoftware 

implementieren.  

 
ABBILDUNG 17 :  STRUKTURPLAN DES  REGLERS  

Formeln in den folgenden Unterabschnitten wurden darauf ausgerichtet, schnell 
berechnet werden zu können. Dabei wurden sinnvolle Vereinfachungen getroffen, um 
zusätzliche Totzeiten zu vermeiden.   
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3.1 INVERSES PENDEL 

Das folgende Kapitel widmet sich der Konzeption des Zustandsreglers für das inverse 
Pendel mittels LQR-Entwurf. Ergänzend wird die Beobachtung ungemessener Zustände 
über einen reduzierten Luenbergerbeobachter behandelt, wobei das Modell des inversen 
Pendels weiterhin als entkoppelt zur zweiten Pendelebene betrachtet wird. Es lässt sich 
somit ein Regler für eine der Ebenen entwerfen und dann analog auf die zweite 
übertragen. Beispielhaft wird die Analyse des Reglerentwurfs nur für das System mit der 
Zusatzmasse 150g durchgeführt. 

3.1.1 EIN-/AUSGANGS-LINEARISIERUNG  

Bei der Kopplung des inversen Pendels mit dem Armmanipulator wird eine Steuer- bzw. 
Ausgangsgröße benötigt, die in den zwei Systemen vorkommt und zweckmäßig nutzbar 

ist. Die verwendete Schnittstelle stellt hierbei die physikalische Beschleunigung 2a x= ɺ  des 

TCPs bzw. des Pendelschlittens dar. Dieser Abschnitt beschäftigt sich mit der 
Vorbereitung des Pendel-Modells zum Aufprägen der Beschleunigung. Das Kapitel 3.2 

widmet sich der Anpassung des Armmanipulatormodells.  

Die primäre Forderung ist es, die Beschleunigung des Schlittens 2xɺ  mit der neuen 

Eingangsgröße Pu  ohne Einfluss der anderen Zustandsgrößen aufprägen zu können, 

folglich soll gelten 2 Px uɺ ≙ . Für die Umsetzung lässt sich eine nichtlineare statische 

Zustandsrückführung finden. Hierfür wird zunächst die zweite Zeile des Zustandssystems 

(2.23) extrahiert, da diese die Schlittenbeschleunigung 2xɺ  beschreibt: 

 ( ) ( ) ( )2 1,1 1 1,2 2 1,3 2 .R Rx W u C W F C W F C= − + − + −ɺ  (3.1) 

Definiert man den gewünschten Eingang Pu  als neuen virtuellen Eingang und setzt ihn 

mit 2xɺ  gleich, so lässt sich die Gleichung (3.1) umstellen zu: 

 
( ) ( )1,1 1 1,2 2 1,3

1,

3

1

.P R Du W C W C F W C F
u

W

+ + − + −
=  (3.2) 
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Integriert man den Eingang Pu  in das Zustandssystem (2.23) durch Einsetzen von (3.2), 

gelangt man zu der Form: 
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(3.3) 

Die zweite Zeile des Zustandssystems ist damit alleinig abhängig von dem neuen 

virtuellen Eingang Pu . Mit der Information über alle Zustände wäre die 

Schlittenbeschleunigung 2xɺ  über die Rückführung (3.2) direkt regelbar. Während dieser 

Teil des Zustandssystems ein eingangsaffines Verhalten aufweist und über eine 

Integratorkette eine Verbindung zum Ausgang herstellt, bleibt der zweite Teil (die interne 
Dynamik) nichtlinear. Diese interne Dynamik wird im anschließenden Kapitel 
approximativ linearisiert. 

3.1.2 APPROXIMATIVE LINEARISIERUNG 

Um im Kapitel 3.1 einen stabilisierenden Regler entwerfen zu können, wird ein lineares 
Zustandssystem des inversen Pendels benötigt. Dieses Zustandssystem erhält man durch 
eine Linearisierung im Arbeitspunkt. Da es sich bei dem Arbeitspunkt um eine Ruhelage 

handelt, verschwindet der zugehörige Eingang 0Pu  und die linearisierten Systemgrößen 

ergeben sich zu: 

 

( ) ( )

0

0

0

0 0

,

,

,

.

P P P Pu u u u= − =
= −
= −

= − = −

x x x

y y y

x x x f x f x

ɶ

ɶ

ɶ

ɺɶ ɺ ɺ

 (3.4) 

Die linearisierte Zustandsdarstellung lässt sich mit Hilfe der Taylorentwicklung mit 
Abbruch nach dem ersten Glied 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0

0

0 0 .Pu
=

=

∂
= + − ⋅ + ⋅

∂ x x
x x

f x
x f x x x g x

x
ɺ  (3.5) 
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erzeugen. Unter Einbezug der linearisierten Systemgrößen in (3.4) gelangt man zu: 

 

0

,

,

.

P

T

u= +

=
= +

x Ax B

y c x

y y y

ɺɶ ɶ

ɶ ɶ

ɶ

 (3.6) 

Analytisch betrachtet erhält man für die Systemmatrix 6 6×∈A ℝ  und die Eingangsmatrix 
6∈B ℝ  die Form:  

 
4,3 4,4 4,5 4,6 4

6,3 6,4 6,5 6,6 6

1

1

1
.

1

Pu
A A A A B

A A A A B

   
   
   
   

= +   
   
   
     

  

x x

� � � � � �

� � � � � �

� � � � � �
ɺɶ ɶ

� �

� � � � � �

� �

 (3.7) 

Die Darstellung der Elemente ,i jA  und kB  ist bisher zu komplex. Um diese zu 

vereinfachen, erfolgt als weiterer Schritt die Einsetzung eines Arbeitspunkts 0x , für 

welchen zweckmäßig die instabile Ruhelage ( )0 0 0 0 0 0 0
T=x  des aufrecht 

stehenden inversen Pendels gewählt wird. Das Zustandssystem (3.7) reduziert sich 

dadurch wie folgt: 

 
4,3 4,4 4,5 4

6,3 6,4 6,5 6

1

1
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.

1

Pu
A A A B

A A A B

   
   
   
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     

  

x x
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� � � � � �

� � � � � �
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� � � � � �
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 (3.8) 

Die darin enthaltenen Elemente lassen sich kompakt notieren: 
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Dieses linearisierte Zustandssystem beschreibt das Verhalten des inversen Pendels 

außerhalb des Anschlags. Die zusätzliche Federkraft 2k  des Anschlags bleibt hier 

demnach unbeachtet. 

3.1.3 STABILISIERENDE RÜCKFÜHRUNG MITTELS 

POLPLATZIERUNG 

Für die Stabilisierung der instabilen Ruhelage des inversen Pendels wird in diesem 
Abschnitt eine Zustandsrückführung entworfen. Das beschriebene Vorgehen der Quelle 
[4] setzt dafür ein linearisiertes Zustandssystem voraus. Im Kapitel 2.1.1 wurde bereits das 
linearisierte Zustandssystem (3.7) erzeugt und der Arbeitspunkt eingesetzt. Aufgrund der 
Modellkomplexität ließ sich mit den verwendeten Programmen für den Reglerentwurf 
keine analytische Lösung für die Polzuweisung finden. Daher wurde zunächst die 
numerische Polplatzierung von Matlab und die daraus gewonnene Rückführmatrix K  in 
der Rückführung  

 ,Pu = − ⋅K x   (3.10) 

untersucht. Nachfolgend das Zustandssystem mit der zusätzlichen Pendelmasse Zdm :  

 

0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0 0
.

0 0 38.47 1.31 6501 0 3.92

0 0 0 0 0 1 0

0 0 1.25 0.140 -4042 0 0.128

P

P

u

u

= ⋅ + ⋅

   
   
   
   

= +   −   
   
      − −   

x A x B

x x

ɺ

ɺ
 (3.11) 

Daraus ergeben sich die Pole des offenen Kreises (Eigenwerte der Matrix A ) wie folgt:  

 { }0.11 63.59 , 6.93, 5.83, 0, 0 .Ap i= ± −  (3.12) 

Die vollständige Steuerbarkeit des Zustandssystems ist die einzige Forderung für die 
Umsetzbarkeit einer stabilisierenden Zustandsrückführung. Für die Prüfung kommt das 
Kriterium von Kalman zum Einsatz, das bei Vollrang der Steuerbarkeitsmatrix eine 
vollständige Steuerbarkeit nachweist: 

 ( ) ( )5... 6 max.SRang Rang= ⋅ ⋅ = =Q B A B A B  (3.13) 
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Da dieser Fall gegeben ist, können die Nullstellen is  des charakteristischen Polynoms:  

 ( ) ( )det .is s s− − = −∏I A BK  (3.14) 

frei platziert werden und erlauben somit die numerische Ermittlung der Rückführmatrix6. 
Die Eigenwerte bestimmen dabei das Regelverhalten. Pole weiter links von der 
imaginären Achse lassen den Regler schneller arbeiten, da größere Stellamplituden erzeugt 
werden. Diese Eigenschaften muss man mit denen des Systems in Einklang bringen. Zum 

einen gilt es, die maximale Schlittengeschwindigkeit von 1m
s  zu berücksichtigen und zum 

anderen muss der maximale Kippwinkel der Pendelstange festgelegt werden, um die 
Schlittenbeschleunigung zu begrenzen. Versucht der Regler gegen eine kippende 
Pendelstange zu arbeiten, so kann der TCP des Armmanipulators sehr schnell aus seinem 
Arbeitsbereich herausfahren. Hier wird zunächst eine Einstellung von 4° 
Anfangsauslenkung gewählt. Um die Wirkung der Eigenwerte zu untersuchen, wurde die 
Rückführung für das System mit einer Reihe von Polstellen getestet. Die Abbildung 18 
stellt das Regelverhalten in der Simulation für 9 verschiedene Polplatzierungen 

 

( ) ( )
( )
( ) ( )

1,2

3,4

5,6

0.1 0.1 ,

0.1 ,

0.1 0.1 , {1,2,..,9},

p h h i

p h h i

p h h i h

= − − ±

= − ±

= − + ± ∈

 (3.15) 

dar. Pro Zustandsverlauf wurden die drei komplexen Polpaare folglich nah beieinander 
mit einem reellen Abstand von 0.1 positioniert.  

 
ABBILDUNG 18 :  REGELVERHALTEN BEI  VERSCHIEDENEN EIGENWERTEN 

                                                 
6 In Matlab über den Place-Befehl 
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Der grüne Verlauf stellt die Platzierung auf die Eigenwerte mit Realteil -1 dar. Während 

hier die maximale Schlittenauslenkung 1 0.8x m=  viel zu groß ist, ist bei den Eigenwerten 

mit Realteil -9 die maximale Schlittengeschwindigkeit (mit 2 1.0m
sx > ) zu groß. Eine 

weitere Verlauffolge in Abbildung 19 mit feinerer Auflösung zeigt einen Kompromiss von 

maximaler Schlittenauslenkung 1 0.25x m=  und Schlittengeschwindigkeit 2 0.5m
s

x =  bei 

Eigenwerten mit Realteil -4.5.  

 

ABBILDUNG 19 :  REGELVERHALTEN BEI  VERSCHIEDENEN EIGENWERTEN 
(VERFEINERT)  

Eine generelle Funktionsfähigkeit konnte für die Stabilisierung des Pendels mit flexibler 
Pendelstange mittels Polplatzierung nachgewiesen werden. Für die Stabilisierung eines 
Systems ist es ausreichend, die stabilen Pole zu belassen und die instabilen Pole an der 
imaginären Achse zu spiegeln. Allerdings fehlt die Möglichkeit, konkret Einfluss auf die 
Regeleigenschaften zu nehmen. Es wird daher zusätzlich eine zweite Methode der 
Polverschiebung untersucht.  
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3.1.4 STABILISIERENDE RÜCKFÜHRUNG MITTELS LQR–

ENTWURF 

Die Abkürzung LQR steht für Linear Quadratic Regulator und bezeichnet eine 
Entwurfsmethode für lineare Regler, bei der ein quadratisches Kostenfunktional  

 ( )
0

2T T TJ dt
∞

= + +∫ x Q x u R u x Nu  (3.16) 

minimiert wird. Die Wichtungsmatrizen ,Q R  und N  enthalten dabei die Kosten für die 

Zustandsvariablen und Stellgrößen. Wenn folgende Bedingungen erfüllt sind, stabilisiert 
die erzeugte Zustandsrückführung das System definitiv: 

 

( ) ( )
( ) ( )
( )
( ) 1

1 ,  steuerbar,

2 ,  beobachtbar,

3 0,

4 0.T−

>

− >

A B

C A

R

Q NR N

 (3.17) 

Die vollständige Steuerbarkeit des Systems wurde bereits im vorherigen Unterabschnitt 

nachgewiesen. Bedingung (1) ist demnach erfüllt. Mit dem Kriterium von Kalman kann 
das System daraufhin positiv auf vollständige Beobachtbarkeit (2) geprüft werden:  

 ( )
5

6 max.
...Brang rang

 
 ⋅ = = =
 
 ⋅ 

C

C A
Q

C A

 (3.18) 

Die beiden letzten Bedingungen sind abhängig von den Wichtungsmatrizen und können 
erst während des Entwurfs betrachtet werden.  

Jede Komponente der Wichtungsmatrizen entspricht einem Freiheitsgrad und hat indirekt 
Einfluss auf die Verschiebung der Eigenwerte des Regelkreises. Da das System nur eine 

Eingangsgröße hat, ist 11r=R  singulär und erfüllt die Bedingung (3), sobald 11 0r >  ist. 

Unter der Vorgabe, zunächst nur die Mindestmenge an Matrixelementen zu besetzen, 

lassen sich die Freiheitsgrade einschränken. Für die Beschränkung von Q  auf eine 

Diagonalmatrix erhält man eine gewichtete Quadratsumme der Zustandsvariablen: 

 
6 2

1

T
ii ii

q x
=

= ⋅∑x Qx  (3.19) 

und dadurch für den ersten Term von J  die quadratische Abweichungsfläche:  

 ( ) 6 2

10 0
.T

ii ii
dt q dt

∞ ∞

=
=∑∫ ∫x Qx x  (3.20) 
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Eine generelle Regel für die Bestimmung der Freiheitsgrade gibt es nicht. Es ist nur 
deutlich, dass eine starke Wichtung die entsprechenden Zustandsenergien bzw. 
Stellamplituden reduziert. In einem iterativen Prozess mittels Simulationsexperiment lässt 
sich das System auf ein gewünschtes Regelverhalten trimmen. Folgende 
Wichtungsmatrizen kamen zustande, indem auf ein ruhiges Regeln (daher wenig 
Lastwechsel) und ausreichend gute Dämpfung der Pendelschwingung optimiert wurde: 

 ( )

40 0.001

20 0.001

2 0.01
, 3 , .

3 0.01

6.1 0.1

0.1 0.1

T

   
   
   
   

= = =   
   
   
      
   

Q R N

� � � � �

� � � � �

� � � � �

� � � � �

� � � � �

� � � � �

 (3.21) 

Die verschobenen Polstellen liegen folgendermaßen verteilt auf der reellen Achse:  

 { }4.821, 5.589, 9.129, 12.75, 32.07, 159.1 .Kp = − − − − − −  (3.22) 

In der Simulation in Abbildung 20 zeigt sich im Vergleich zur direkten Polplatzierung im 

vorherigen Unterabschnitt bei gleicher Federstörung ( )5 0 1.5x cm=  eine um den Faktor 

11 reduzierte Störsprungantwort. Dies weist darauf hin, dass der LQR-Regler auf die 
durch die Federmasse erzeugte Pendelauslenkung kaum reagiert und somit 
Beschleunigungsverläufe erzeugt, welche von den Aktoren umsetzbar sind. 

 

ABBILDUNG 20 :  VERGLEICH DER  ZUSTANDSRÜCKFÜHRUNGEN 
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3.1.5 LUENBERGER-BEOBACHTER REDUZIERTER 

ORDNUNG 

Die stabilisierende Zustandsrückführung aus dem vorherigen Abschnitt ist auf 
Informationen über ungemessene Zustände angewiesen. Während die Schlittenposition 

1x  und die Pendelauslenkung 3x  direkt gemessen werden, stehen die 

Schlittengeschwindigkeit 2x  und die Winkelgeschwindigkeit des Pendels 4x  nur indirekt 

zur Verfügung. Ein geeigneter gefilterter Differenzierer (siehe Kapitel 4.3) kann diese 
Geschwindigkeiten ausreichend genau ermitteln. Anders hingegen sieht es bei der 

Federauslenkung 5x  und der Federmassengeschwindigkeit 6x  aus. Ein Messen dieser 

Zustandsgrößen ist nicht möglich, da es sich um virtuelle Größen für die Flexibilität der 
Pendelstange handelt. Die beiden Größen müssen folglich beobachtet werden.  

Eine Überprüfung des Modells im vorherigen Unterabschnitt bestätigt bereits die 

vollständige Beobachtbarkeit. Es kann demnach ein passender Beobachter mit frei 
platzierten Eigenwerten entworfen werden. Der Beobachteransatz wird in diesem Kapitel 
verfolgt, allerdings wird kein vollständiger, sondern ein reduzierter Beobachter entworfen. 
Setzt man durch den Differenzierer vier der sechs Zustandsgrößen als bekannt voraus, 

wird deutlich, dass nicht der gesamte Zustandsvektor beobachtet (zur Unterscheidung: x̂ ) 
werden muss. Für den Beobachterfehler  

 ( ) ( ) ( )ˆe t x t x t= −  (3.23) 

eines Luenbergerbeobachters gilt die Beziehung  

 ( )lim 0
t

e t
→∞

=  (3.24) 

für beliebige Anfangszustände des Systems und des Beobachters genau dann, wenn alle 

Eigenwerte der Matrix ( )A LC−  negativen Realteil haben (Zitat Quelle [4], Kapitel 

»Konvergenz des Beobachters«). Da der Beobachterfehler für alle beobachteten Zustände 
anfänglich beliebig groß sein kann, führt das Regelverhalten kurz nach Einschalten des 
Reglers mitunter zu Instabilitäten. Aus diesem Grund  ist ein Beobachter mit reduzierter 
Ordnung vorzuziehen. Der Entwurf stützt sich dabei auf den des Luenbergerbeobachters 
(siehe Abbildung 21). Der Beobachter lässt sich als unabhängiges Zustandssystem 
beschreiben, welches sich auf die linearisierten Gleichungen des Pendelmodells stützt: 
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( )

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ .

P
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u

u

= + + −

= − + +

x Ax B L y y

x A LC x B Ly

ɺ

ɺ

 (3.25) 
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Bei x̂  handelt es sich um den rekonstruierten Zustand. Als weitere neu eingeführte 

Größe stellt L  die Rückführmatrix des Beobachters dar. Die Matrix ist zunächst 
unbestimmt und dient dem Festlegen der Beobachtereigenwerte:  

 ( ) ( )det .is s s− + = −∏I A LC  (3.26) 

Wie schon im vorherigen Abschnitt beschrieben, geschieht dies mittels Polplatzierung. 
Dabei ist zu beachten, dass nach dem Separationstheorem die Eigenwerte des 
Beobachters die Eigenwerte des Systems mit Zustandsrückführung nicht verändern 
sondern ergänzen. Eine zweckmäßige Forderung ist, dass der Beobachter schneller 
arbeitet als das zu beobachtende System, sich die Pole demzufolge weiter links in der 
komplexen Zahlenebene befinden. Jedoch dürfen die Pole nicht zu weit links liegen, da 
sonst die Rauschempfindlichkeit bei der Messung der Systemausgänge zu hoch wird. 
Nach der Quelle [4] empfiehlt es sich, den Betrag der Realteile 2 bis 6 mal so groß zu 
wählen wie die dominierenden Eigenwerte des Systems mit stabilisierender Rückführung. 

 
ABBILDUNG 21 :  PLATZIERUNG DES  LUENBERGERBEOBACHTERS  IM  SYSTEM  

Um den reduzierten Beobachter (siehe Abbildung 22) zu entwerfen, wird der 
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T
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T
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Mit den Elementen dieser Matrizenaufteilung kann die Beobachtergleichung 7  notiert 
werden:  

 

( ) ( ) ( )( )2 22 12 2 2 1 21 11 22 12

2

2 2

,

ˆ .

P

R R P R

u

u

= − + − + − + −

= ⋅ + ⋅ + ⋅
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x A LA x B LB A LA A LA L y

A x B E y
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ɶɺ ɶ

ɶ

ɶ

 (3.28) 

Die bisher unbestimmte Rückführmatrix L  des Beobachters kann dafür verwendet 

werden, die Eigenwerte des Beobachters (bestimmbar über die Matrix ( )22 12−A LA ) an 

die gewünschte Position zu verschieben. Es gelten dabei die gleichen Vorgaben wie bei 

dem vollständigen Beobachter. Weiterhin ist zu beachten, dass die Anfangswerte 2(0)xɶ  

einen bedeutenden Einfluss auf den Beobachterfehler haben und daher passend gewählt 
werden müssen. Während sich die Anfangswerte des vollständigen Beobachters nullsetzen 
ließen, ist es beim reduzierten Beobachter notwendig, folgende Beziehung im 
Gleichungssystem (3.28) zu betrachten:  

 ( ) ( ) ( )2 2ˆ 0 0 0 0.= + =x x Lyɶ  (3.29) 

Der Beobachterfehler verkleinert sich, wenn die anfänglichen Ausgangswerte (0)y  

bekannt sind und der Anfangswert 2(0) (0)= −x Lyɶ  gesetzt wird. 

 
ABBILDUNG 22 :  REDUZIERTER  BEOBACHTER 

Um eine Vorstellung vom Verhalten des Beobachters zu bekommen, wurde eine 
Simulation mit dem geschlossenen Kreis, bestehend aus Beobachter, stabilisierender 
Rückführung und dem nichtlinearen Verhaltensmodell des Pendels, erstellt. Die 
Abbildung 23 zeigt die Zustandsverläufe am Ausgang des vollständigen und reduzierten 

Beobachters. Ausgeregelt wird eine anfängliche Federauslenkungen 1.5ax cm= . Hierbei 

lässt sich erkennen, dass der reduzierte Beobachter trotz gleicher Eigenwerte bei 

75 0B ip = +  das System in kürzerer Zeit beruhigt. Da bereits die ermittelten Reibungen 

ins Verhaltensmodell des Pendels integriert sind, lässt sich eine Aussage über den sich 

                                                 
7 Auf eine Herleitung wird an dieser Stelle verzichtet – man kann sie in der Quelle [4] nachlesen 
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einstellenden Grenzzyklus machen. Mit 0.64± °  ist dieser beim vollständigen Beobachter 
etwa drei Mal größer als beim reduzierten Beobachter mit 0.21± °  Pendelauslenkung. 

 

ABBILDUNG 23 :  VERGLEICH ZWISCHEN VOLLSTÄNDIGEM UND REDUZIERTEN 

BEOBACHTER WÄHREND DES  REGELVORGANGS  
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3.2 INVERSE KINEMATIK DES 

ARMMANIPULATORS 

Die stabilisierende Rückführung für das Pendel wurde so entworfen, dass sie eine 
Stellbeschleunigung in kartesischen Koordinaten für die Basis des Kardangelenks ausgibt. 
Die Basis ist gleichzeitig der TCP des Armmanipulators – demnach dreht sich das 

Koordinatensystem Bx bei einer Armbewegung mit. Dieses Kapitel beschreibt die nötigen 

Schritte, um aus den Stellbeschleunigungen in TCP-festen Koordinaten Drehmomente für 
die Arme zu erzeugen.  

Dazu ist zunächst das Koordinatensystem ( )T

B B Bx y=x  des TCPs in das raumfeste 

System Ax  zu transformieren. Orientiert man sich an den eingezeichneten 

Koordinatensystemen in Abbildung 4, genügt folgende Winkelbeziehung basierend auf 
einer zweidimensionalen Rotationsmatrix: 

 
( ) ( )

( ) ( )
1 2 1 2

1 2 1 2

cos sin
.

sin cosA B

θ θ θ θ
θ θ θ θ

− + − + 
=  + − + 

x xɺɺ ɺɺ  (3.30) 

Die ebenfalls benötigte Umkehrabbildung ergibt sich zu: 

 
( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 2

1 2 1 2

cos sin
.

sin cosB A

θ θ θ θ
θ θ θ θ

− + + + 
=  − + − + 

x xɺɺ ɺɺ  (3.31) 

Die raumfesten kartesischen Koordinaten Ax  müssen im nächsten Schritt in den 

Arbeitsraum des Manipulators mit dessen Armwinkeln umgewandelt werden. Hierfür lässt 

sich die Beschreibung der TCP-Position (siehe ( )22x θ  aus Gleichung (2.32) auf Seite 16) 

mit zusätzlicher Verschiebung des Koordinatenursprungs auf ( ) ( )22 2 10,0
T

l l= −x  

verwenden: 

 

( ) ( )

( ) ( )( )
( )( ) ( )

1 1 2 1 2

1 1 2

2
22

1

1 2

sin cos 1

cos 1
.

sin

A

l l

l l

l

l

θ θ θ
θ θ θ

− 
= −  



− + −

− +



 
=  
 
 +

x θ x θ

 (3.32) 

Differenziert man diese Gleichung zweimal nach der Zeit, erhält man einen 
beschleunigungsabhängigen Ausdruck. Dieser lässt sich in Vektorform kompakt 
darstellen: 
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      ( ) 1
2

1 2

,A

θ
θ θ
 

= ⋅ + 
x R θ

ɺ

ɺ
ɺ ɺ

 (3.33) 

      ( ) ( ) ( )
2

1 1
21 2

1 21 2

,A

θ θ
θ θθ θ

   
 = ⋅ + ⋅ 
  ++   

x R θ R θ

ɺ
ɺɺ

ɺɺ
ɺɺ ɺɺɺ ɺ

 (3.34) 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 1 2
1

1 1 2 1 2

1 1 2 1 2
2

1 1 2 1 2

sin cos
,

cos sin

cos sin
.

sin cos

l l

l l

l l

l l

θ θ θ
θ θ θ

θ θ θ
θ θ θ

− + 
=  − − + 

+ 
=  − + 

R θ

R θ

 (3.35) 

Mit dieser Beziehung ist es möglich, unter Zuhilfenahme von den gemessenen Größen θ  

und θɺ  die Sollbeschleunigung ,A Sollxɺɺ  in eine Sollwinkelbeschleunigung Sollθ
ɺɺ  der Arme 

umzurechnen. Hierfür wird die Formel (3.34) wie folgt umgestellt:  

 ( ) ( ) ( )
2

11, 1
22 , 1

1, 2, 1 2

.Soll
A Soll

Soll Soll

θθ
θ θ θ θ

−
   
  = ⋅ − ⋅    +  +    

R θ x R θ

ɺɺɺ

ɺɺ
ɺɺ ɺɺ ɺ ɺ

 (3.36) 

Die Inverse der Matrix ( )2R θ  kann gebildet werden, wenn sie regulär ist. Diese 

Eigenschaft lässt sich nachweisen, indem man prüft, ob die Determinante der Matrix 
ungleich Null ist:  

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 1 2 1 1 22 sin sid n co c .e s os 0t l l θ θ θ θ θ θ+ + += ≠R θ  (3.37) 

Dies ist der Fall, wenn sich beide Armwinkel in ihren in (2.30) definierten 

Intervallgrenzen bewegen und die Armlängen 1 2, 0l l >  sind. Ergebnis der 

Transformation ist die Sollwinkelbeschleunigung Sollθ
ɺɺ  für beide Arme, die im nächsten 

Schritt in ein Sollmoment umgerechnet wird. 
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EXAKTE LINEARISIERUNG 

Mit der exakt linearisierten Form der Modellgleichungen für den Armmanipulator lässt 
sich eine linearisierende Zustandsrückführung für das System entwerfen. Die 

Winkelbeschleunigung der Arme dient dabei als neue Stellgröße Sollθ
ɺɺ  (siehe vorheriger 

Abschnitt). Schaut man sich die Zustandsgleichung (2.42) an, so wird deutlich, dass die 
linearisierte Form bereits vorliegt: 

 ( ) ( ),1

,2

, .A
A Soll

A

u

u

 
= = + 

 
Q M θ θ C θ θɺɺ ɺ  (3.38) 

Bei den Armpositionen und -geschwindigkeiten in der Massenmatrix und dem 
Coriolisvektor handelt es sich um die gemessenen bzw. beobachteten Größen. Die 

Zustände sind demzufolge bekannt. Mit dem künstlichen Eingang Sollθɺɺ  der inversen 

Kinematik lässt sich eine Sollwinkelbeschleunigung vorgeben. Unter der Annahme, dass 
das Modell den Manipulator sehr genau beschreibt, wurde ein linearer Zusammenhang 
zwischen der resultierenden Winkelbeschleunigung und dessen Sollwert hergestellt. Es 

blieb bisher unbeachtet, dass es sich bei den nichtkonservativen Kräften Q  bzw. dem 

Ausgang AQ  der inversen Kinematik um aufgeprägte Momente handelt. Sie entsprechen 

nicht dem tatsächlichen Systemeingang des Versuchsstandes. Der folgende Abschnitt wird 
sich dieses Sachverhaltes annehmen.  
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3.3 ANTRIEBSDYNAMIK 

Ziel dieser Betrachtung ist es, eine inverse Antriebsdynamik zu erzeugen, um das 
erforderliche Drehmoment für die Regelung des inversen Pendels möglichst unverzüglich 
durch den Antrieb bereitzustellen. Es werden hierfür die Reibungen ebenso wie das 
Regelverhalten des Motortreibers einbezogen. Das in Kapitel 2.1.4 vorgestellte 

Antriebsmodell lässt sich so umstellen, dass eine Spannung Tu  für die Motortreiber aus 

dem berechneten AQ  der inversen Armkinematik bestimmt wird: 

 
1
1
1
2

.G
M A G

G

k

k

−

−

 
= ⋅ + 
 

u Q F  (3.39) 

Nach dem Einbezug des Reibungsterms GF  aus (2.51) folgt ergänzend dazu die 

Gleichung zur Kompensation der Asymmetrie: 

 
( ) ( )
( )

, , , , ,

,

, ,

0
mit {1,2}.

M i M i T i M i M i

T i

M i M i

u k k wenn u k
u i

u k sonst

 − ⋅ − ≥= ∈
−

 (3.40) 

Das Resultat ist ein Vorregler, welcher das Ansprechverhalten der Antriebe unter dem 

Gesichtspunkt der eingeprägten Momente linearisiert. Darin unbeachtet bleibt die bei 
jedem Lastwechsel zu durchfahrene Getriebelose. Da die Kompensation dieser zugleich 
Nachteile bringt, wird sie separat im nachfolgenden Abschnitt behandelt. 

DIE GETRIEBELOSE 

Für das Durchfahren der lastfreien Zone der Getriebelose können mehrere Ansätze 
betrachtet werden. Zum einen ist es wichtig, dass diese Zone möglichst verschwindet, der 
Motor dementsprechend schnell hindurchfährt. Zum anderen bedeutet eine hohe 
Durchfahrtsgeschwindigkeit einen ungewollten Ruck, sobald die Last der Arme anliegt. 
Daher ist es nötig, den Motor vor dem Erreichen der Totzonengrenze abzubremsen.  

Im Fall der Kopplung der Antriebe mit dem Motortreiber fehlt für das Abfahren einer 
geplanten Trajektorie eine Möglichkeit der Überprüfung oder Regelung. Da die 
Getriebelose erst am Ende des Getriebes liegt, gibt es über die Potentiometer keine 
Motorinformation, solange sich das System in der Totzone befindet. Der einfachste 
Ansatz wäre es, einen Lastwechsel zu detektieren und daraufhin ein vorgegebenes 
Moment über einen definierten Zeitraum anzulegen. Anschließend kann mit einem 
negativen Moment abgebremst werden, um den angesprochenen Ruck am Ende der 
Totzone zu begrenzen. Alternativ lässt man die Reibungen wirken und deaktiviert die 

Motortreiber mit , 0T iu = . Bei der richtigen Parameterwahl glättet die Integratorkette aus 

Treiber und Motor die Trajektorie entsprechend. 
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Die Motortreiber werden in der Anschaltphase ONT  mit einer Steuerspannung von 

,1 1.5Tu V=  für den Oberarm und analog dazu ,2 0.8Tu V=  für den Unterarm betrieben 

und anschließend für einen festen Zeitraum OFFT  abgeschaltet. Erst dann wird der 

Motortreiber wieder freigegeben. Für die erfolgreiche Kompensation hat sich ein 

gesteuertes 13ONT ms=  und ein 5OFFT ms=  ergeben. Die Erkennung des Lastwechsels 

geschieht über das Vorzeichen des geforderten Moments ,A iu  der inversen Kinematik. 

Der Algorithmus zeigte einen positiven Einfluss auf das Regelverhalten, wurde 
letztendlich jedoch verworfen, da die Belastung für das Kunststoffgetriebe ungleich 

größer ist. Befindet sich ,A iu  aufgrund einer geringen Regelabweichung in der Nähe der 

Nulllage, so bewirkt die Flexibilität der Pendelstabes einen Nulldurchgang von ,A iu  (und 

damit ein getriggertes Durchfahren der Totzone) mit der Häufigkeit der Eigenfrequenz 
des Stabes.   
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3.4 AUFSTELLEN DES PENDELS 

Das Aufstellen des Pendels ist eine Aufgabe, bei der die Lösung auf viele Arten erfolgen 
kann. Ausgangspunkt ist ein im Anschlag ruhendes Pendel mit variabler 
Neigungsrichtung. Die nachfolgend vorgestellten Konzepte sind energiebasiert, da sich 
sehr zuverlässig abschätzen lässt, wie groß die ins System gebrachte Bewegungsenergie 
sein muss, um das Pendel aufzustellen. Eine Herausforderung stellt die Optimierung des 
Algorithmus dar, welcher den speziellen Antrieb des Schlittenpendels über den 
Armmanipulator berücksichtigt. So sind beispielsweise geradlinige Beschleunigungen des 
TCPs im kartesischen Koordinatensystem für den Zweiarmmanipulator eine schwierige 
Bewegung. Die Gründe hierfür und mögliche Auswege werden nachfolgend aufgezeigt. 

Für die Verdeutlichung des Problems zeigt Abbildung 24 die Simulation zum Aufstellen 
des Pendels unter verschiedenen Randbedingungen. Die Pendelstange liegt in 
Bewegungsrichtung im Anschlag und es wird versucht, den Schlitten unter das Pendel zu 
bewegen. Der erste Verlauf zeigt eine realistische Beschleunigung des TCPs mit einem 

von den Motoren lieferbaren Moment und einer maximalen Geschwindigkeit von 1m/s. 

Die Motortreiber arbeiten in dieser Konfiguration mit 1.6Tu V=  am Limit. Man kann im 

vierten Teildiagramm erkennen, dass die Pendelstange sich bei der gefahrenen Trajektorie 
nicht aufrichtet. Dieses Verhalten lässt sich beim Versuchsaufbau ebenfalls beobachten. 
Die zwei weiteren Simulationen zeigen den Aufstellversuch ohne Einhaltung der 
vorgegebenen Grenzen. Zum einen wird das aufgeprägte Moment um ein vielfaches 
erhöht, ohne die maximale Geschwindigkeit zu verändern. Zum anderen wurde die 
maximale Geschwindigkeit verdoppelt und untersucht, welches Moment nötig wird, um  

 

ABBILDUNG 24 :  L INEARE TRAJEKTORIE  OHNE EINHALTUNG DER  
MAXIMALBESCHLEUNIGUNG (ZUSATZMASSE  150G)  
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die Pendelstange zu einer Bewegung anzuregen. Bei einem Moment doppelt so hoch wie 
erlaubt zeigt die Simulation einen Erfolg. Allerdings würde der TCP dabei eine Strecke 
von 2 Metern zurücklegen und wäre außerhalb seines möglichen Arbeitsraums. 

Beim energiebasierten Ansatz liegt die Pendelstange im Vergleich dazu entgegen der 
Bewegungsrichtung im Anschlag (siehe (1), Abbildung 25). Wird der Pendelschlitten nach 
einer ausreichenden Beschleunigung in dieser Konfiguration abrupt abgebremst (2), so 
bewegt sich das Pendel aufgrund der Trägheit weiter und passiert den höchsten Punkt (3). 
In diesem Zusammenhang lässt sich zusätzlich die Flexibilität der Pendelstange 
ausnutzen, denn in ihr wird durch die Beschleunigung Energie vorgehalten.  

 

ABBILDUNG 25 :  ABLAUF  DES  ENERGIEBASIERTEN AUFSTELLENS  DES  PENDELS  

Für die Ermittlung der benötigten Pendelschlittengeschwindigkeit wird zuerst die 
potentielle Energie des Pendels im statischen Fall, ohne Federauslenkung, betrachtet: 

 ( ) ( )1 1 1 2 2 1cos .V q g r m r m q= + ⋅  (3.41) 

Dabei interessiert die nötige Energie, die das Pendel aus der Ruhelage ( 1 14q = ° ) in die 

aufrechte Position befördert ( 1 0q = ° ): 

 0 14 .diffV V V° °= −  (3.42) 

Unter der Voraussetzung, dass die Gesamtenergie E=T+V konstant ist, lässt sich 
anschließend die fehlende Energie als kinetische Energie ins System bringen: 

 .diffT V=  (3.43) 

  

F F

(1) (2) (3)

v

v
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Unter der Annahme, dass die anderen Bewegungsgrößen Null sind, lässt sich durch 
Einsetzen der kinetischen Energie aus Formel (2.7) eine Geschwindigkeit für den 
Pendelschlitten ermitteln:  

 
( )1 1 2 2

1 2

3231
x = .

13256E

g m r m r

m m

+
+

ɺ  (3.44) 

Für eine Validierung am Versuchsstand wurde das Aufstellproblem zunächst auf die 
Ebene beschränkt. Der Oberarm und die zweite Achse des Kardangelenks ließen sich 
dafür arretieren. Bei einer nur 10% höheren als der geforderten Schlittengeschwindigkeit 
und einem Schlittenfahrweg von etwa 20cm stellte sich das Pendel in jedem Fall auf und 
war am höchsten Punkt langsam genug, um den Stabilisierungsregler für das inverse 
Pendel zu aktivieren.  

Unter Verwendung beider Arme und dem unbeschränkten Kardangelenk ist es 
notwendig, die Neigungsrichtung des Pendels im Anschlag zu berücksichtigen. Eine 
Bestimmung ist über die zwei Winkel des Kardangelenks und die Armwinkel möglich: 

 

1

2

1 2

sin ,

sin ,

atan 2( , ),

.
B

A B

y

x

y x

ψ
ψ

ϕ
ϕ ϕ θ θ π

= −
= +
=
= + + +

 (3.45) 

Während der Winkel Bϕ  als Bezugssystem den TCP hat, bezieht sich Aϕ  auf die Basis des 

Armmanipulators. Folgende Abbildung verdeutlicht den Zusammenhang: 

 

ABBILDUNG 26 :  PLANUNG EINER  TRAJEKTORIE  

Eine mögliche Vorgehensweise zum Aufstellen der Pendelstange wäre, den TCP in 

Abhängigkeit von Aϕ  abseits seiner Ruhelage zu positionieren, sodass die Pendelstange 
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weg von der Ruhelage zeigt. In kartesischen Koordinaten ergibt sich die beschriebene 
Position mit variablem Radius r  zu:  

 
cos

.
sin

A
A

A

r
ϕ
ϕ

 
= ⋅ − 

x  (3.46) 

Beschleunigt der TCP in Richtung der Ruhelage, und bremst bei Erreichen von Exɺ  ab, so 

kann sich das Pendel aufstellen. In Versuchen zeigte sich, dass geradlinige 
Beschleunigungen aufgrund der Antriebsdynamik nur unter starken Einschränkungen 
möglich sind. Wechseln die Arme beispielsweise bei der zu durchfahrenen Trajektorie die 
Bewegungsrichtung, so kommt es durch das Getriebespiel zu einer geringen 
Seitenbeschleunigung, die zu einer störenden Bewegung der Pendelstange führt. Ein 
ebenfalls störender Effekt ist die Drehbewegung des TCPs beim Durchfahren einer 
Trajektorie. Das Pendel stellt sich dadurch nicht auf, sondern fährt seitlich am höchsten 

Punkt vorbei. Es gibt demnach unterschiedlich geeignete Neigungsrichtungen Aϕ .  

Eine Möglichkeit wäre das selbstständige Ausrichten der Pendelstange mit einer 
mechanischen Vorrichtung, welche an der Basis des Systems befestigt ist. Diese Lösung 

ist zu bevorzugen, da der Winkel Bϕ  möglichst genau gestellt werden muss. Der Versuch, 

mit dem Armmanipulator eine entsprechende Bewegung des TCPs zum Ausrichten des 
Pendels zu erzeugen, schlug fehl, da der Anschlag eine relativ hohe Haftreibung aufweist. 
Durch die Armkonfiguration und die begrenzte Stellkraft der Motoren gibt es ungünstige 

Neigungsrichtungen des Pendels, in welchen ein eventueller Positionierungsregler mit 
diskreter Steuerung unzureichend funktioniert. Ein zweiter Ausweg ist es, dem TCP eine 

Kreisbewegung vorzugeben. Bei ausreichender Winkelgeschwindigkeit wird die 
Pendelstange angeregt und folgt der Kreisbewegung des TPCs mit einer leichten 
Verzögerung. Bremst der TCP in einer definierten Winkellage ab, so wäre zum einen das 
Pendel positionierbar (angenommen die Reibungen im Anschlag sind bekannt), zum 

anderen ließe sich beim Erreichen eines geeigneten Aϕ  der TCP von der Kreisbahn in 

Richtung Kreismittelpunkt beschleunigen und bei Erreichen der Mindestgeschwindigkeit 

Exɺ  abstoppen, sodass es zu einem Aufstellen des Pendels kommt.  
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4  IMPLEMENTIERUNG IN 

SIMULINK 

Für praktische Untersuchungen und Simulationsexperimente wurden der Regler und das 

Verhaltensmodell in Matlab implementiert. Zur Auswahl von Mathworks Matlab kam es, 
da mit diesem Programm die Anbindung an die Hardware für ein rapid Prototyping 

problemlos möglich ist. Die Entwurfsumgebung benötigt eine kurze Einarbeitungszeit, ist 
erprobt und bietet einen mächtigen Funktionsumfang. So ließen sich die benötigten 
Module effektiv in m-Code entwickeln und auf der Signalflussebene in Simulink 

verschalten. Das Modell wurde modular gekapselt und ist nicht tiefer als drei Ebenen. 
Verwendete Modellparameter, die sich zur Laufzeit nicht ändern, sind als Konstanten 
referenziert und werden vor der Ausführung berechnet 8 . Auf diesem Weg sind die 

Subsysteme leicht modifizierbar bzw. austauschbar und das Modell erscheint übersichtlich 
und verständlich. Die folgende Abbildung 27 zeigt die oberste Ebene des Gesamtmodells: 

 
ABBILDUNG 27 :  OBERSTE  EBENE DES  S IMULINKMODELLS  

In der Abbildung links gelegen sieht man den System-Block. Dieser enthält durch ein 

»Configurable Subsystem« mehrere umschaltbare 9  Blöcke. Für eine »Software in the Loop«-
Simulation kann man das Verhaltensmodell (optional mit 3D-Animation des 
Manipulators) wählen. Des Weiteren stehen die Hardwareblöcke für die Verbindung mit 

dem xPC- und dem AVR32-Target zur Verfügung. Diese sind in den Kapiteln 4.1 und 4.2 
beschrieben.  

                                                 
8 Die Einbindung erfolgt über: Simulink / Modellproperties / Callbacks / InitFcn / aaa_reglerparam.m 
9 Ein Umschalten ist über das Kontextmenü des Blocks mit dem Punkt »Block Choice« möglich. 
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ABBILDUNG 28 :  MIT  DEM  VERHALTENSMODELL  GEKOPPELTE  3D-ANIMATION 

Im Signalflussplan folgt auf den System-Block der Block für die Aufbereitung der 
Messsignale (Kapitel 4.3) und die übergeordnete ereignisdiskrete Steuerung. Die 

Steuerung unterteilt sich zum einen auf die Freischaltung der Motoren (Kapitel 4.4) und 
die Umschaltung der Regler. Zum anderen beinhaltet sie die ereignisdiskrete Initialisierung 
des Systems (Kapitel 4.5). Über drei Schalter (Initialisierung, Start, Stopp) erfolgt die 

Bedienung des Systems nach dem abgebildeten Schema: 

 
ABBILDUNG 29 :  BEDIENUNGSANLEITUNG ALS  STATECHART 

Die im Kapitel 3 beschriebenen Koordinatentransformationen und Regler sind in dem 
Simulinkmodell in den Blöcken »Regler« und »Antriebsdynamik« implementiert und 

berechnen die nötige Stellspannung für die Motorregler.  
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4.1 XPC-TARGET 

Das xPC-Target ist eine Entwicklungsumgebung, die ein rapid Prototyping ermöglicht. 
Schnelle Softwareänderungen und Variablenbeobachtung /-manipulation während der 
Laufzeit sind zwei der Hauptmerkmale. Neben der normalen Toolbox von Simulink 
stellen die Targetsoftware und die Treiber 10  der National Instruments Messkarte 
zusätzlich spezielle hardwarespezifische Blöcke zur Verfügung. So kann man 
Speicherzellen, Ports und GPIOs unkompliziert ansprechen. Für die Regelung des 
Pendels wurde ein Barebone-PC mit dem Echtzeitbetriebssystem von Mathworks 
ausgestattet. Die Konfiguration ist näher im Anhang »A3: Matlab-Konfiguration« 
beschrieben. 

Am Beispiel des xPCs lässt sich sehr gut demonstrieren, wie vielseitig und leistungsfähig 
die Matlabumgebung ist. Ein Prototyp einer Regelsoftware kann innerhalb kürzester Zeit 
ohne Programmierkenntnisse entwickelt werden. Das funktionsfähige Ergebnis lässt sich 
daraufhin von einem stabilen Zustand zum nächsten schrittweise erweitern und 

optimieren. Viele Analysetools helfen bei der Entwicklung. Folgende Tabelle gibt 
Aufschluss über die erreichte Task Execution Time (TET) und Auslastung (in %) bei 
verschiedenen Samplezeiten: 

Version                TET zu Samplezeit 1000µs 100µs 50µs 

Bisheriges Modell 577µs 58% -  -  

Aktuelles Modell mit Besselfilter 366µs 37% -  -  

Aktuelles Modell mit IIR-Filter 270µs 27% 63µs 63% -  

Aktuelles Modell ohne zeitkont. Blöcke 24µs 3% 3.8µs 4% 2.6µs 5% 

 

Der erste Eintrag beschreibt das bereits vorhandene Simulinkmodell, welches über einen 
Zeitraum von etwa drei Jahren stetig mitgewachsen ist und einen erheblichen Anteil an 
Ballast mitführt. Es erfüllt mit 58% Auslastung bei einer Millisekunde Samplezeit nach 

wie vor die Echtzeitforderung, lässt aber nicht mehr viel Spielraum zu. Das im 
Zusammenhang mit dieser Diplomarbeit entworfene Modell wurde von Grunde auf neu 
gestaltet, enthält aber den gleichen Funktionsumfang. Zuerst kam für die Glättung der 
gemessenen Signale ein Besselfilter 8. Ordnung (siehe Kapitel 4.3) zum Einsatz. Das 
Modell ist insgesamt performanter als das ursprüngliche Modell, aber der Übergang zum 

IIR-Filter zeigt, dass fast ein Drittel der Berechnungszeit für das Besselfilter benötigt 
wurde. Unter Zuhilfenahme des Blockadvisors stellten sich die zeitkontinuierlichen 
Blöcke als weiterer ausbremsender Faktor heraus. Ohne Einschränkung der Funktion 

konnten die Integratoren, Filter und Differenzierer durch ihr diskretes Pendant ersetzt 
werden und beschleunigten die Programmausführung erheblich. Eine erreichte Samplezeit 

                                                 
10
 NI-Karte hat einen angepassten Matlab-Treiber bekommen und nimmt laut diesem eine Blindmessung 

auf Masse zwischen den Samples vor. 
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von 50µs war nah an einer xPC-spezifischen unteren Grenze. Das Tool xPCBench 

bescheinigte für die verwendete Hardware eine minimale Samplezeit von 29µs.  

Eine weitere Referenz für den Grad der Optimierung war eine Implementierung des 

Modellcodes in SystemC. Die objektorientierte Sprache SystemC gilt gerade durch die 
ereignisgesteuerte Abarbeitung als sehr schnell. Für die Messe »embedded World« 

programmierte ein Fraunhofer-Mitarbeiter das vorliegende Modell für eine dSpace 
Autobox nach und erreichte mit etwas stärkerer Hardware eine TET von 2µs. Damit ist 
die Ausführungsgeschwindigkeit vergleichbar zum xPC und es wurde gezeigt, dass sich 

die Anwendbarkeit nicht auf rapid Prototyping beschränkt, sondern darüber hinausgeht.  

4.2 AVR32-TARGET 

Das AVR32-Target ist eine vom Fraunhofer Institut entwickelte Toolchain, um einen gcc-

kompatiblen C-Code für den Atmel AVR32 direkt aus Matlab/Simulink heraus zu 
erzeugen. Der AVR32-Prozessor ist ein 32Bit Atmel mit 512kByte Flash, 64kByte RAM 
und maximal 66MHz Chiptakt. Trotz fehlender Fließkommaeinheit hat das System 

theoretisch ausreichend Leistung, um den Armregler mitsamt kontinuierlicher 
Berechnung darauf laufen zu lassen. Es können alle Standardblöcke sowie 
prozessorspezifische Blöcke wie GPIOs, Hardwaretimer und Interrupts verwendet 

werden. Das Simulink-Modell kann somit direkt vom xPC übernommen werden, nur die 
Hardwareschnittstellen müssen ausgetauscht werden. Für die Pendelregelung existierte 

bereits ein Applicationboard, welches die benötigten Schnittstellen enthielt und den xPC 
ersetzen kann. Das bisherige Simulink-Modell war nicht darauf ausgelegt, auf dieser 
leistungsschwächeren Hardware ausgeführt zu werden und erlaubte nur eine minimale 

Samplezeit von 10ms. Die Regelung des Pendels funktioniert damit nur ungenügend. 

 

ABBILDUNG 30 :  DAS  APPLICATION-BOARD FÜR  DIE  PENDELREGELUNG 
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Beim Entwerfen des neuen Reglers wurde von Anfang an auf effektiven Code geachtet. 
Der Model-Advisor erwies sich dabei als hilfreiche Quelle für Hinweise. Beispielsweise 
sind in Simulink alle Signale standardmäßig vom Typ Double. Ohne die beschleunigende 
Gleitkomma-Einheit werden für die Berechnung unnötig viele CPU-Takte benötigt. Es ist 
folglich von Vorteil, den Datentyp anzupassen und möglichst auf Integer oder 
Festkommazahlen zu setzen. Steuersignale können sogar vollständig diskret über Bitsets 
bearbeitet werden. Weiterhin ist entscheidend, die benötigten Signalumwandlungen für 
die Regelung nur einmal zentral durchzuführen. Benötigt man beispielsweise mehrmals 
die Ableitung einer Messgröße, so ist es ratsam, sie einmal zu berechnen und in einen Bus 
zu geben, damit sie den Folgeblöcken zur Verfügung steht. Auf gleiche Art lassen sich 
ebenso andere unnötige Funktionen eliminieren bzw. modularisieren. Dadurch wird die 
Wiederverwendbarkeit erhöht. Auf rechenintensive Analogblöcke (wie Filter) wurde in 
dem Modell verzichtet. Die Maßnahmen beschleunigten die Berechnung eines 
Zeitschrittes um den Faktor 20 und ermöglichten eine Samplezeit von 500µs. 
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4.3 KONDITIONIERUNG DER MESSSIGNALE 

Die Position der Arme und des Kardangelenks im Arbeitsraum wird über vier identische 
Drehpotentiometer gemessen, welche frei drehend sind und einen aktiven Messbereich 
von etwa 340° aufweisen. Sie weisen jeweils einen Gesamtwiderstand von 50kΩ auf und 
ermöglichen somit eine verlustarme Spannungsmessung. Als Versorgungsspannung 
kommen momentan 5V zum Einsatz. Der 180° Winkelbereich des Oberarms bildet sich 
auf einen Spannungsbereich von etwa 2.7V ab. Damit der entworfene Regler unabhängig 
von der Einbauposition oder der Eingangsspannung des Potentiometers funktioniert, 
wird bei jedem Start eine Initialisierung notwendig, bei der die Maxima abgefahren und 
gespeichert werden. Anschließend ist eine Skalierungsfunktion (siehe Formel (4.5)) 
verantwortlich für die Umwandlung in Winkelwerte. Beim Einbau des Potentiometers ist 
zu beachten, dass die Totzone der Überdrehung nicht im Arbeitsraum der Drehgelenke 
liegt. 

Die AD-Wandlung geschieht über eine TI-Messkarte mit 16Bit Auflösung. Für die 

zeitliche Auflösung ist die Modellabtastzeit von einer Millisekunde maßgebend. Das 

Messrauschen beträgt etwa 800µV±  und ist damit um den Faktor 20 größer als der 

maximale Quantisierungsfehler: 

 16 1
5 38 .

2Q
VF µV+= =  (4.1) 

Von den 16Bit Messauflösung begrenzt sich das Rauschen demnach auf die Bits 0 bis 3. 
Da von dem Messsignal bis zu zwei Ableitungen benötigt werden, ist eine 
Tiefpassfilterung erforderlich. Um eine Phasengleichheit zu gewähren, wird das Filter auf 

die unveränderten Messsignale angewendet und erst anschließend weiterverarbeitet. Es 
wurden folgende Filter für den Einsatz getestet: 
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Das erste Filter entspricht einem PT2-Glied mit der Zeitkonstante 0.02T =  und der 

Dämpfung 0.75d = . Beim zweiten handelt es sich um ein Besselfilter mit der Ordnung 8 

und der Grenzfrequenz 0 80rad
sω = . Das Besselfilter ist besonders gut geeignet, da es eine 

konstante Gruppenlaufzeit über den Frequenzdurchlassbereich bietet und ausreichend gut 
glättet, um zwei Ableitungen ohne Zwischenfilterung anzuschließen. Es stehen somit die 
benötigten Signale simultan zur Verfügung. Negativ wirken sich die hohe zeitliche 

Verzögerung von 75ms und der relativ hohe Berechnungsaufwand11 aus. Im Vergleich 

                                                 
11  Bei der Implementierung stellte sich heraus, dass die vier Besselfilter bis zu 50% der Systemlast 
ausmachten 
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dazu bedarf das PT2-Glied einer erneuten Filterung nach der ersten Ableitung und 
kommt so auf eine maximale Verzögerung von 60ms. Der Einsatz eines einzelnen PT2-
Glieds mit höherer Zeitkonstante erwies sich nicht als geeignet, da die Zeitverzögerung 
für ähnliche Tiefpasseigenschaften erheblich höher war. 

Für den Einsatz in einem eingebetteten System ohne Gleitkomma-Einheit wurde 
zusätzlich ein Filter auf Basis eines IIR-Filters mit Bezug zum PT2-Glied erprobt12. Die 
folgende Formel beschreibt einen rekursiv berechneten gleitenden Mittelwert mit 

veränderbarem Zeithorizont über den Parameter 0Gk > :  

 [ ] [ ]1
.

1
G

G

y k k x
y k

k

− ⋅ +
=

+
 (4.3) 

Pro Sampleschritt k  sind so lediglich 3 Rechenoperationen notwendig. Wählt man den 

Divisor günstig nach der Bedingung 2 1n

Gk = − , so lässt sich die aufwendige Division13 

durch eine native Bitoperation ersetzen. In der Implementierung kam ein 50Gk =  zum 

Einsatz und sorgte für eine Zeitverzögerung von 50ms bei einer Samplezeit von 1ms. Die 

Abbildung 31 zeigt vergleichend den Einsatz der drei vorstellten Filter. Das Messsignal 
eines Potentiometers wurde hierfür eingelesen, gefiltert und zweifach differenziert. Die 
sichtbare Oberschwingung ist eine direkte Auswirkung des Messrauschens, was deutlich 

macht, dass die Filter in Anbetracht dieser Charakteristik ähnlich arbeiten.  

 
ABBILDUNG 31 :  GEFILTERTE  2 .  ABLEITUNG EINES  MESSS IGNALS 

  

                                                 
12  Der Zusammenhang ist im Anhang »A2: Filter mit Bezug zum PT2-Glied« dargestellt. 
13 Bei eingebetteten Systemen mit Prozessoren ohne Fließkommaeinheit kann eine emulierte 
Fließkommadivision bis zu 1400 Rechentakte benötigen 
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4.4 SCHUTZMECHANISMEN 

Um bei einem unvorhergesehenen Störeinfluss einen Anschlag der Arme an der 
Begrenzung zu verhindern, wird eine diskrete Kontrollstruktur implementiert. Diese kann 
Schäden an Personen und Technik verhindern, indem der Regler abgeschaltet wird und 
die Arme gegebenenfalls aktiv abgebremst werden. Hierfür müssen folgende Bereiche (in 
Abbildung 32 dargestellt) vorgesehen werden: In dem aktiven Arbeitsraum arbeitet der 
Regler des inversen Pendels ohne Einschränkung. Veranlasst ein Störeinfluss, dass einer 
der Arme den aktiven Arbeitsraum verlässt, so wird der Regler unverzüglich angehalten, 
indem die Stellspannung auf Null gesetzt wird. Hat der betroffene Arm ausreichend 
Energie, um die Sicherheitszone zu verlassen, wird anschließend mit Hilfe des Motors 
aktiv gegengebremst, indem die Winkelgeschwindigkeit des jeweiligen Arms negativ 
zurückgekoppelt wird.  

 
ABBILDUNG 32 :  ZONENGRENZEN IM  ARBEITSRAUM DES  ARMMANIPULATORS 

Ebenfalls wichtig ist die Überwachung des Pendelkippwinkels, da bei einer Störung des 

Systems hohe Drehmomente auftreten können. Die beiden Pendelwinkel ,X Yψ ψ  werden 

hierzu in den entsprechenden Polarwinkel Θ  in Kugelkoordinaten umgerechnet: 
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=  (4.4) 

Der Pendelkippwinkel Θ  wird genauso wie die Armwinkel θ  von der Kontrollroutine 
überwacht. So müssen sich beispielsweise die Arme im aktiven Arbeitsraum befinden, 
damit der Startknopf gedrückt werden kann. Richtet man das Pendel anschließend von 

Hand auf und hält die Pendelstange zwei Sekunden senkrecht, so aktiviert sich der Regler 
für das Balancieren des inversen Pendels automatisch. Das Auslösen des Stopp-Schalters 

entspricht in jedem Zustand einem Not-Aus. So kann sichergestellt werden, dass bis zum 
erneuten Drücken der Taste keine Stellspannung an die Motortreiber gegeben wird, ohne 
das System vollständig ausschalten zu müssen14.  
                                                 
14 Eine Vertiefung in die diskrete Kontrollstruktur ist in Abbildung 29 auf Seite 60 zu finden.  
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4.5 INITIALISIERUNG 

Die Initialisierung des Versuchsstands entspricht einem Kennenlernen des Systems. Der 
Armmanipulator fährt selbstständig seine Grenzen ab, bemerkt einen Anschlag und kehrt 
die Richtung um. Auf diese Weise lassen sich die Spannungsquelle der Potentiometer und 
die Potentiometer selbst ohne Anpassung des Programmcodes auswechseln. Die für die 
Umrechnung von Spannungs- zu Winkelwerten verantwortliche Mapping-Funktion 

( )y f x=  wurde wie folgt vereinfacht: 
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 (4.5) 

Die Winkelbereiche ( min max,y y ) werden als bekannt vorausgesetzt (siehe Definition (2.1) 

und (2.30) im Kapitel Modellbildung). Nach dem Abfahren der Anschläge stehen daneben 

die Minima minx  und Maxima maxx  der Sensorsignale beider Arme und des Kardangelenks 

fest und lassen eine Berechnung der Konstanten Fk  und Sk  zu: 
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 (4.6) 

Mit der sich daraus ergebenen aktuellen Winkelposition der Arme kann die 
Initialisierungsroutine mit einem Anfahren der Ruhelage abgeschlossen werden. 
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4.6 RUHELAGE DER ARME 

Ausgehend von Abbildung 5 auf Seite 15, in welcher der Arbeitsraum des TCPs 

dargestellt wird, lässt sich ablesen, dass die Winkellage ( ) ( )1 2, 0,0q q =  unter dem 

Gesichtspunkt der Störanfälligkeit nicht die geeignetste Ruhelage ist. Zwar kann die 
Wirkung der Motoren in dieser Position als entkoppelt betrachtet werden, da die 
Stellkräfte orthogonal zueinander wirken, allerdings befindet sich die Ruhelage des TCPs 
zu nah an der Singularität (siehe Abbildung 33). Speziell ist damit der obere Rand des 
Arbeitsraums gemeint. Auf einen Störeinfluss könnte der Regler für das inverse Pendel 
eventuell nur durch ein komplettes Aufklappen des Unterarms reagieren. Die Stellkräfte 
der Motoren wirken in dieser Position parallel zueinander. Die Regelung der zwei 
Freiheitsgrade des Pendels ist somit nicht mehr möglich. Um dem entgegen zu wirken, 
kann es von Vorteil sein, wenn der TCP in alle Richtungen eine größtmögliche 
Entfernung zum Randbereich des Arbeitsraums hat. Für die mathematische Erfassung 
lässt sich das Problem auf ebene Polarkoordinaten übertragen. Folgende Abbildung 
verdeutlicht den Sachverhalt:  

 
ABBILDUNG 33 :  DIREKTER  ARBEITSRAUM UM  DEN TCP  

Bei genauer Betrachtung stellt man fest, dass der Oberarm mit der Ruhelage 1 0θ = °  per 

Definition schon die Mittelposition darstellt. Um dem TCP den gleichen Abstand nach 
innen und außen in dem kreisausschnittförmigen Arbeitsraum zu geben, muss sich dieser 

auf der gestrichelten Linie (Radius 1l ) befinden. Die nötige Winkelposition des Unterarms 

kann über die Beziehungen eines gleichschenkligen Dreiecks mittels Kosinussatz ermittelt 
werden:  
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Es ergibt sich für die Armkonfiguration ein Armwinkel von 2 28.6θ = − ° . Die 

Beschleunigungen ist in dieser Position vom TCP aus gesehen nicht mehr in alle 
Richtungen maximal, jedoch ist der größere Abstand zum Randbereich von Vorteil. Die 
Abbildung 33 zeigt hierfür neben dem gesamten Arbeitsraum des TCPs (in hellgrau) den 
verfügbaren Ausregelbereich rund um die Ruhelage. Die Kreise haben als Radius den 
minimalen Abstand der Ruhelage des TCP zum Randbereich. Für die neue Ruhelage 

( ) ( )1 2, 0, 28.6q q = − ° des Kreises resultiert ein Radius von 2 0.44l m= , während sich bei 

der Ruhelage ( ) ( )1 2, 0,0q q =  ein Radius von  

 ( ) 2 2
1 2 1 2 0.263r l l l l m= + − + ≈  (4.8) 

ergibt.  

In Experimenten erwies sich die angepasste Ruhelage für den Regler des inversen Pendels 
als vorteilhaft. Die erhöhte Robustheit gegenüber Störungen ist ein entscheidender 
positiver Faktor für den Einsatz des Manipulators als Demonstrator auf Industriemessen. 
Ohne äußere Störung gab es keinen sichtbaren Unterschied in der Regeleigenschaft im 
Vergleich zur ursprünglichen Ruhelage.  

 



5 ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK 

- 69 - 

5  ZUSAMMENFASSUNG UND 

AUSBLICK 

Die Aufgabe dieser Diplomarbeit war die Untersuchung eines zweiachsig gelagerten 
inversen Pendels mit flexibler Pendelstange. Im zweiten Kapitel wurden dazu 
mathematische Modelle vom ebenen Pendel, dem Armmanipulator, den Reibungen und 
den Antrieben erstellt und die zugehörigen Modellparameter experimentell bzw. 
rechnerisch bestimmt. Die Teilmodelle wurden durch Simulationsexperimente validiert 
und anschließend miteinander verknüpft. Daraus entstand unter anderem ein 

Verhaltensmodell des Versuchsstands.  

Das dritte Kapitel befasste sich mit dem Entwurf einer stabilisierenden 

Arbeitspunktregelung unter Zuhilfenahme eines Zustandsbeobachters und der Planung 
eines Aufschwingmanövers. Der Zustandsregler ist für vier verschiedene Konfigurationen 

der zusätzlichen Pendelmasse optimiert worden. Da der Regler in der Implementierung 
am Versuchsstand vor jedem Betrieb automatisch aus den Modellgleichungen berechnet 
wird, ließe sich durch Interpolation eine andere Pendelmasse ohne erneute experimentelle 

Parameterermittlung wählen. Die geplante Trajektorie zum Aufstellen des einachsig 
gelagerten Pendels funktioniert zuverlässig und lässt sich unter bestimmten Bedingungen 
auf den zweiachsigen Fall (sphärisches Pendel) übertragen.  

Kapitel 4 beschreibt abschließend die Implementierung in Mathworks Matlab bzw. 
Simulink. Die Regelung geschieht zum einen über ein Echtzeitfähiges xPC-Target und 
zum anderen über ein eingebettetes AVR32-Controllerboard. Für den Atmel AVR32 
wurde das Simulink-Modell auf Effizienz optimiert ohne die Funktion einzuschränken. 

Neben den schon beschriebenen Reglern für das inverse Pendel umfassen die 
Zusatzfunktionen eine Initialisierungsroutine, die Implementierung von 
Schutzmechanismen und eine externe diskrete Steuermöglichkeit. 
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AUSBLICK 

Da der Armmanipulator hauptsächlich als Demonstrator für neue Technologien benutzt 
wird, ist das System als flexibel und anpassbar ausgelegt. Aktuell wurden schon andere 
Controller (AVR32, dSpace) sowie Sensoren (3D Magnetfeld) für die Winkelerfassung 
erprobt. Speziell den Regler betreffend sind anknüpfend an diese Diplomarbeit folgende 
weiterführende Untersuchungen möglich: 

- Selbstständige Ermittlung der Gelenkreibungen in der Initialisierungsphase: So 
lässt sich der Zustand, insbesondere die Temperaturabhängigkeit und Alterung 
kompensieren 
 

- Entwurf eines adaptiven Reglers: Eventueller Einbezug eines Masseschätzers für 
die variable zusätzliche Pendelmasse. So wäre zuerst ein Regler für eine 
Bandbreite an Pendelmassen aktiv. Später lässt sich im Betrieb die Regelstrategie 
ändern, um zu einem störungsrobusten Regler zu wechseln. 

 
- Adaptive Anpassung der Ruhelage des inversen Pendels: Das Kardangelenk ist 

nicht perfekt symmetrisch, die Potentiometer ermitteln aus den Anschlägen die 

Ruhelage durch Mittelung der beiden Maxima und die Pendelstange wird per 
Hand eingespannt und kann dadurch ebenfalls schief sitzen. Eine Nachjustierung 
ist nötig und geschieht derzeit manuell.  
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A1: GETRIEBELOSE 

Code des Modells – z ist eine zusätzliche Zustandsvariable 

[ u, A, z, k] = getriebelose( e, ep, A, a, z) 

    if (ep > 0) { 

if (z == 1) { 

          if (e <= A + a)  {u = A;   k = 0;} 

          else   {u = e - a; k = 1;} } 

else { 

          if (e < - a)  {u = e+a;  k=-1; A = u;  z = 1;} 

          else   {u = 0;  k=0; A = u; z = 1;} } } 

    else { 

     if (z == 2) { 

          if (e >= A – a)  {u = A;   k = 0;} 

else   {u = e + a; k = -1;} } 

       else { 

          if (e > a)   {u = e - a; k=1; A = u z = 2;} 

          else   {u = 0;  k=0; A = u; z = 2;} } } 

 

A2: FILTER MIT BEZUG ZUM PT2-GLIED 

Setzt man äquidistante Zeitschritte voraus, entspricht das IIR-Filter einem diskreten PT2-

Glied: 
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A3: MATLAB-KONFIGURATION 

Die Konfiguration erfolgt über den Befehl xpcexplr in der Matlab-Befehlszeile. Folgende 
Einstellungen sind bei Matlab 2010a / 32Bit zu tätigen: 

• ebox 153.96.107.71:49999 � Verbindung testen über !ping ebox 

• Gateway 153.96.107.254 

• Target Driver R8139 

• Host PC Compiler Visual Studio 9 

• Kein Standalone-Modus 

Das Programm wird über den External-Mode in Simulink an den xPC übertragen. 
Darüber hinaus ist es möglich eine Standalone-Version zu erzeugen, welche sich auf den 
xPC übertragen lässt und bei jedem Start automatisch lädt. Die Bindung zum Matlab-
Rechner entfällt damit. Diese Option ist allerdings nur sinnvoll wenn das Programm stabil 
läuft und im Dauereinsatz getestet wird. 
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A4: SIMULINK-KONFIGURATION 

Folgende Einstellungen wurden im Vergleich zur Standard-Konfiguration aktiviert: 

Solver:  

- Fixed-step ODE4  
- Single Tasking 

Optimization 

- Block Reduction 
- Implement logic Signals as Boolean Data 
- Signal Storage reuse 

o Inline invariant Signals 
o Reuse Block Outputs 

- Inline Parameters 

- Use Bitsets for storing state configuration 
- Use Bitsets for storing Boolean Data 

- Compiler optimization level: opt. on 

Real-Time Workshop: 

- Report: Create code generation report 
- Interface 

o Generate reusable Code 

Folgende Bios-Einstellungen wurden deaktiviert um Realtime zu optimieren: 

- Advanced Power Management 

- USB-Ports 
- Plug’n’Play 

 

xPCbench(‘this‘) ist eine Funktion für einen automatischen Hardware-Benchmark. Für 

den eingesetzten xPC ergibt sich eine minimale Sampletime von 29µs für das einfachste 
Modell.  
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