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Kurzzusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden verschiedene Ansétze zur Steuerung und Re-
gelung eines unteraktuierten und deshalb nicht-holonomen zweigliedrigen Mani-
pulatormodells untersucht. Es wird angenommen, dass eines der Glieder mit der
Basis {iber ein angetriebenes Drehgelenk verbunden ist, wéhrend die beiden Glie-
der untereinander durch ein reibungsfreies nicht aktuiertes Drehgelenk gekoppelt
sind. Weiterhin wird vorausgesetzt, dass die Bewegung ohne Einfluss der Gravita-
tion stattfindet. Die Bewegungsgleichungen dieses Modells werden aufgestellt und
partiell linearisiert. Bekannte Losungsansidtze zum Erreichen einer Ruhelage des
Systems werden skizziert und ausgewahlte Verfahren nidher betrachtet. Dabei wird
offensichtlich, dass diejenigen Ansétze, die von einem Modell mit einer Bremse
oder signifikanter trockener Reibung im passiven Gelenk ausgehen, zu einfacheren
und kiirzeren Bewegungsabliufen fiihren, als jene, die ein reibungsfreies passives
Drehgelenk voraussetzen, wie es auch in der vorliegenden Arbeit der Fall ist. Aus
der Analyse des Regelungssystems geht eine Beschreibung des Manipulatormodells
in Normalform hervor, welche das intuitive Verstéindnis des Bewegungsablaufes im
Zustandsraum vereinfacht. Darauf aufbauend kénnen verschiedene Teilprobleme
identifiziert werden, deren Losung insgesamt ein heuristisches Verfahren bildet,
mit welchem eine Uberfijhrung des unteraktuierten Manipulatormodells zwischen
zwei gegebenen Ruhelagen erreicht werden kann. Die zur Losung der Teilprobleme
notwendigen Manover werden dabei mit einer Gleitregime-Regelung realisiert.

Abstract

This diploma thesis treats the control problem of an underactuated and thus non-
holonomic two-link-manipulator in the horizontal plane. The two revolute joints
are assumed to be frictionless and the only actuator is placed in the joint, connec-
ting the base with the first link. The equations of motion of this model are deduced
and partially linearized. Known approaches to steer the manipulator into an equi-
librium point are summarized and some of them are examined in more detail.
Thereby it becomes obvious that approaches which rely on a brake or significant
dry friction in the passive joint lead to relative simple and short movement pat-
terns. In contrast this does not apply to approaches which are based on a model
with a frictionless passive joint, as it is considered in the present thesis. From the
analysis of the control system a representation of the model in normal form is
obtained which simplifies the intuitive comprehension of the manipulator motion
in state space. Based on this normal form several manoeuvres can be constructed.
Each of them uses sliding mode control to perform a specific part of the transition
task. Together these manoeuvres form a heuristic approach for the point-to-point
control problem.
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1 EINFUHRUNG

1 Einfiihrung

Das Thema der vorliegenden Arbeit ist ein spezielles Manipulatormodell. Im Unter-
schied zu iiblichen Roboterarmen, bei denen jeder mechanische Freiheitsgrad iiber
eine Stellmoglichkeit verfiigt, wird hier der Fall eines ,unteraktuierten Manipula-
tors” behandelt. Konkret wird ein zweigliedriges Manipulatormodell betrachtet,
dessen Arbeitsraum in der horizontalen Ebene des Anschauungsraumes liegt. Die
Analogie dieses Modells zu einem menschlichen Arm rechtfertigt die Bezeichnungen
,Ober-“ und ,,Unterarm* fiir die Glieder sowie ,Schulter-“ und ,Ellenbogengelenk*
fiir die Drehgelenke. Unteraktuiert wird der Manipulator dadurch, dass nur im
Schultergelenk eine Stellmoglichkeit zur Verfiigung steht, der Ellenbogen also ein
rein passives Gelenk darstellt?.

Betrachtet man die Bewegungsgleichungen, die in Kapitel 2 hergeleitet werden,
so ldsst sich die Drehmomentenbilanz am nicht-aktuierten Gelenk als Nebenbedin-
gung auffassen. Diese ldsst sich nicht integrieren und schrinkt deshalb den Konfi-
gurationsraum nicht ein. Fiir Systeme mit nicht integrierbaren Nebenbedingungen
ist in der Literatur die auch im Titel der vorliegenden Arbeit genutzte Bezeich-
nung nicht-holonom (bzw. ,nonholonomic) iiblich. Diesen Sprachgebrauch findet
man oftmals ohne weitere Erlauterung [SKN96, BX96, LMO97|, jedoch wird in
den Referenzen |[ON91, BS06| explizit darauf eingegangen.

Die Griinde, warum man sich mit der Steuerung eines solchen Manipulatormodells
beschéftigen sollte, sind verschiedener Natur: Zunéchst wird oft angefiihrt, dass
sich fiir spezielle Anwendungen, beispielsweise aus dem Bereich der Weltraum-
Robotik oder der Prozessautomatisierung, durch den Verzicht auf einen Aktor
Kosten und ggf. auch Gewicht und Energieverbrauch reduzieren lassen konnten
[AT91, ON91, LMO97, MBS98, SHO1|. Andererseits kann auch der Ausfall eines
Aktors zu einem unteraktuierten System fiihren, sodass es denkbar wére, mit einer
darauf angepassten Steuerungstechnik die Verfiigbarkeit des Systems zu erhéhen
[BX96, SHO1|.

Die aus Sicht des Autors iiberzeugendste Motivation jedoch entbehrt weitge-
hend Beziige zu einer moglichen Anwendung. Schon allein die Kombination eines
einfachen Modells mit gleichzeitig herausfordernden regelungstechnischen Eigen-
schaften machen den betrachteten unteraktuierten Manipulator zu einem sehr in-
teressanten Untersuchungsgegenstand. Ahnlich wird dies auch in Referenz [ON91]
gesehen, wo basierend auf fritheren Ergebnissen aus |Bro83|, gefolgert wird, dass
eine Ruhelage des Systems sich nicht durch eine glatte Zustandsriickfithrung sta-
bilisieren lasst.

’Der Fall, ein unteraktuiertes Modell durch die Anordnung des Aktors im Ellenbogengelenk
zu erhalten, wird in dieser Arbeit nicht betrachtet.



1 EINFUHRUNG

Die vorliegende Arbeit betrachtet das Problem der Steuerung und Regelung des un-
teraktuierten Zweigelenkmanipulators unter verschiedenen Gesichtspunkten. Zu-
ndchst wird in Kapitel 2 das Modell des Systems aufgestellt und auf grundlegende
Eigenschaften hin untersucht. Daran schlieft sich in Kapitel 3 eine Betrachtung
der in der Literatur beschriebenen Ansitze an. In Kapitel 4 werden spezielle Ei-
genschaften des Modells ndher untersucht, von denen einige in Kapitel 5 zu ei-
nem Ansatz fiir die Ruhelagen-Uberfiihrung des Systems ausgebaut werden. Im
abschlieftenden Kapitel 6 wird die Arbeit resiimiert und es werden méogliche Rich-
tungen weiterer Untersuchungen aufgezeigt.



2 MODELLIERUNG

2 Modellierung

Fiir eine regelungstechnische Untersuchung des unteraktuierten Manipulators, wie
sie in dieser Arbeit durchgefiihrt werden soll, ist die Représentation des Systems als
mathematisches Modell unerlisslich. Ein solches Modell kann die Realitdt immer
nur ndherungsweise beschreiben. Im speziell betrachteten Fall werden die Mani-
pulatorglieder als Starrkérper angenommen, welche sich in einer Ebene senkrecht
zur Gravitation nach den Gesetzten der NEWTONschen Mechanik bewegen kon-
nen. Durch diese Anordnung wird erreicht, dass die Bewegung der Glieder von
keiner Potentialkraft beeinflusst wird. Von den jeweils drei unabhingigen Bewe-
gungsmoglichkeiten eines Gliedes seien je zwei durch Drehgelenke verhindert. Das
erste Drehgelenk, welches bereits als Schulter bezeichnet wurde, verbindet Glied 1
mit dem Bezugssystem, was als starr vorausgesetzt und der Robotik oft als Basis
genannt wird. Das zweite Gelenk — der Ellenbogen — koppelt die beiden Glieder
untereinander. Glied 1 stellt folglich den Oberarm und Glied 2 den Unterarm des
Manipulators dar.

Eine Wechselwirkung des modellierten Systems mit der Umgebung wird nur
iiber den Antrieb zugelassen. Der Antrieb wird dabei als Momentenquelle im ers-
ten Gelenk aufgefasst, d.h. er erzeugt ein Drehmoment zwischen Glied 1 und der
Basis. Beide Gelenke werden als reibungsfrei angenommen. Abbildung (1) visua-
lisiert die beschrieben Zusammenhénge und fiihrt dariiber hinaus Systemgréfen
und -parameter ein.

Es gelte aulserdem, dass eine vollstdndige Umdrehung eines Gelenks gegeniiber
einer Ausgangskonfiguration physikalisch keine Verinderung dieser hervorrufe?.
Fiir den Konfigurationsraum kann deshalb

<Q1,QQ) S [0,271’) X [O, 271') (1)

festgelegt werden. Fiir alle aufserhalb der Intervalle liegenden Werte der Winkel
konnen aufgrund der Voraussetzung die durch Modulo-27-Rechnung entstehenden
Abbildungen ins Innere der Intervalle betrachtet werden.

Aufbauend auf diesen grundsitzlichen Uberlegungen werden in den folgenden
Abschnitten die Modellgleichungen hergeleitet. Fiir alle weiteren Betrachtungen
wird nicht weiter zwischen dem System und seiner Reprasentation als Modell un-
terschieden, beide Begriffe werden mithin synonym verwendet.

2.1 Kinetische Energie

Die Modellgleichungen des ebenen Zweigelenkmanipulators lassen sich verhéltnis-
malig einfach aus der kinetischen Energie 7" des Systems herleiten. Zunachst muss

3 Auch dies stellt ggf. eine Idealisierung dar, zum Beispiel in Hinblick auf sich um ein Gelenk
wickelnde Sensorkabel.



2.1 Kinetische Energie 2 MODELLIERUNG

YA
mi, mo ... Gliedmassen
Iy, Iy ... Gliedlangen
r1, T'o ... Achsabstande der
‘ .- Schwerpunkte
Y21 I, I ... Trigheitsmomente
q1, qo ... Gelenkwinkel
Ts1, Ts2 ... x-Koordinaten der
Ys14 Schwerpunkte
Ysi, Ys2 ... y-Koordinaten der
Schwerpunkte
EE ...  Endeffektor

sY

Abbildung 1: Schematische Darstellung des Zweigelenkmanipulators. Beide Glieder
werden als Starrkorper aufgefasst, welche sich in der z-y-Ebene bewegen kénnen.

also fiir diese Grofe ein mathematischer Ausdruck gefunden werden. Fiir n Starr-
korper ergibt sich T" aus der Summe der Terme fiir die jeweilige Bewegungsenergie
der einzelnen Korper. Da in der betrachteten Ebene je eine Translation in x- und
y-Richtung, sowie je eine Rotation moglich sind und speziell n = 2 gilt, kann
formal

my . . I ma . . I, . .

T= 7@31 + ) + §Q% + 7( Bt Um) + E(Ql +G2)° (2)
angegeben werden. Dabei bezeichnen zg; bzw. ys; die Geschwindigkeit des Schwer-
punktes des Gliedes i € {1,2} in z- bzw. y-Richtung. Diese gilt es nun noch durch
die Gelenkwinkel und -geschwindigkeiten auszudriicken, was mit Hilfe einfacher
Beziehungen aus der ebenen Geometrie moglich ist. Unter Nutzung der Abkiir-

zung qi2 ‘= q; + ¢o erhalten wir

Tg1 = —T18inqiqa, (3a)
Us1 = T1COS 141, (3b)
Tsy = —l18inq1q1 — rosinqiaqrz  und (3¢)
Us2 = 1 €OS q1G1 + 72 COS G12G12- (3d)

Durch Ausnutzung der Additionstheoreme trigonometrischer Funktionen, sowie
der trigonometrischen Identitit lassen sich die folgenden beiden Zwischenergeb-
nisse anschreiben:

i+ Un =ri4i und (4a)

B2 + Yo = 1347 + 21173 o8 qadi iz + radua- (4b)
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Diese Beziehungen kénnen wir in Gleichung (2) einsetzten und erhalten

1 ) . . ) )
T = 5((11 +murd)d; 4+ mo(lig; + 2lira cos gagigra + 1347,) + I2diy).  (5)

Fiir eine tibersichtlichere Darstellung bietet es sich an, unter anderem den Re-
ferenzen |[ON91, LMOO00, MRBO6]| folgend, die Triagheitskonstanten geeignet zu-
sammenzufassen:

M, =1 + mlrf + mglf,
My = I + mor3, (

M3 = mgllT’Q.

o DD O
o T oo
N N N’

Mit diesen Abkiirzungen ldsst sich die kinetische Energie des Manipulators nun
durch folgenden Ausdruck darstellen:

1 : . .
T = §(M1Q% + Mty + 2Ms cos qa1iz). (7)

2.2 LAGRANGE-Formalismus

Zur Herleitung der Bewegungsgleichungen werden nun die LAGRANGEschen Glei-
chungen zweiter Art* fiir das betrachtete System aufgestellt®.

Da durch entsprechende Anordnung der Glieder die Gravitation keinen Kin-
fluss auf ihre Bewegung ausiibt und auch sonstige Potentialkréifte ausgeschlossen
wurden, kann fiir die potentielle Energie

V=0 (8)

angesetzt werden. Dies hat zur Folge, dass sowohl die als Hamilton-Funktion be-
zeichnete Gesamtenergie H als auch die Lagrange-Funktion L identisch zur kine-
tischen Energie sind:

H=L=T mit H=T+Vund L:=T—V. (9)

4 In der Literatur finden sich u.a. auch die Bezeichnungen , D’ALAMBERTsches Prinzip in
LAGRANGEscher Fassung* [Rei06, Abschnitt 2.5.3] und ,erweitertes HAMILTONSCHES Prinzip“
[Nol04, Abschnitt 1.3.4].

® Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit des Formalismus ist das vorliegen ausschlieRlich ho-
lonomer Zwangsbedingungen bzw. ein Satz unabhingiger Koordinaten die die Konfiguration
des Systems eindeutig beschreiben [Nol04, Abschnitt 1.2.5]. Die beiden Gelenkwinkel ¢; und g¢o
stellen einen solchen Satz dar. Die im Titel dieser Arbeit vorkommende Formulierung ,nicht-
holonom* steht dazu nicht im Widerspruch. Sie bezieht sich, wie in der Einleitung ausgefiihrt,
auf die Bewegungsgleichungen, bspw. in der Form (15).
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In allgemeiner Form lauten die LAGRANGEschen Gleichungen

4oL oL
dtdg;  Jq;

= Q;, mit i€ {1,2}, (10)

wobei die @); die ,generalisierten Kréfte* darstellen [Kuy08, Abschnitt 6.2|. Fiir
ihre konkrete Formulierung ist also die Bildung einer Reihe von Ableitungen der
LAGRANGE-Funktion L notwendig:

oL . .
% = (Ml + M2 + M3 COS q2)q1 + (MQ + M3 COS QQ>QQ, (11&)
1
oL ) .
% (My + Mscos g2)¢1 + Mags, (11b)
2
d OL . ..
%% = (My + My + M3 cos g2)G1 + (Mo + Ms cos g2) o
1
— M;sin g2(24¢1G2 + 45)7 (11c)
d OL . .. ) ..
—— = (My+ M;scos q2)d1 + (Ma)Ga — M3 sin gadi1 4o, (11d)
dt 8QQ
oL
— =0, 11e
901 (11e)
oL ) ) ..
o = T M5 sin q2(qf + ¢1Go)- (11f)
q2

Setzt man die Beziehungen (11) in die allgemeine Formulierung (10) ein, so erhélt
man zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welche die zeitliche Bewegung
des Systems beschreiben. Da wir die Wirkung von Potentialkréiften ausgeschlossen
haben, wird durch die generalisierten Krifte ¢); und @)o die Wirkung des An-
triebsmomentes u modelliert. In den Gelenken auftretende Reibung wiirde eben-
falls durch diese Grofen erfasst, jedoch soll diese, wie erwédhnt, im Rahmen des
hier behandelten Modells ausgeschlossen werden, sodass ()1 = u, Q2 = 0 gilt.
Allerdings wird die Rolle der Reibung bei der Diskussion bereits bekannter Steue-
rungsverfahren in Kapitel 3 noch einmal beleuchtet.

Matrizen-Darstellung

Fiir eine iibersichtlichere Notation der Bewegungsgleichungen bedienen wir uns
im folgenden der fiir mechanischen Systeme iiblichen Matrizendarstellung. Dazu
fassen wir zunédchst die Koeffizienten der Winkelbeschleunigungen in der symme-
trischen und g¢s-abhingigen Massenmatrix

M — M1+M2+2M3COSQQ M2+M3005q2 . ml mg (12)
T My + M3 cos go M, B

mg my
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zusammen, welche stets invertierbar ist. Dies ldsst sich damit begriinden, dass

1
T = 24"Mq (13)

gilt und M positiv definit sein muss, weil fiir q # (0,0)7 immer 7' > 0 ist. Die
iibrigen Terme, welche nicht vom Eingang u abhéngen, bilden dann den Vektor:

- . . .2
C .= ( ¢y ) = M3 sin g9 ( (26‘“% + ) ) ) (14)
Cy 4

der die Wirkung von Zentrifugal- und Corrioliskriften beinhaltetet. Nun konnen
wir die Beziehungen (10) und (11) durch die Matrixgleichung

MG+C=u (15)

wiedergeben. Dabei sei u := (Q1,Q2)7 = (u,0)T der Vektor der eingeprigten
Drehmomente.

Um die erhaltene Gleichung nach den Winkelbeschleunigungen aufzulosen, fiih-
ren wir die inverse Massenmatrix W ein, die sich Dank der niedrigen Dimension
leicht zu

_ 1 m4 —7712 w1 W2
Mt = - - = W = 16
det M ( —ms mq ) ( W3 Wy ( )

berechnen ldsst, wobei fiir die verwendete Determinante

det M = M, My — M? cos® g (17)

gilt. Die aufgelosten Bewegungsgleichungen lassen sich also als

4 =M "'(u—C) bzw. ( 0 ) — ( e ) (18)

q2 wsuy — w3C — wyCy

notieren, wobei w; und C; Ausdriicke darstellen, die vom Ellenbogenwinkel und,
im Falle von C} und Cj, auch von den Geschwindigkeiten abhdngen. Hierauf auf-
bauend werden wir im Abschnitt 2.4 das System in eine Zustandsdarstellung iiber-
fiithren.

2.3 HAwMILTON-Formalismus

Eine alternative Herangehensweise zur Herleitung von Gleichungen, welche das dy-
namische Verhalten des Systems beschreiben, ist unter dem Namen HAMILTON-
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Formalismus bekannt [Rei06, Abschnitt 2.5.4]. Diese Methode setzt die Kennt-
nis der mechanischen Gesamtenergie H voraus und erfordert die Einfiihrung der
generalisierten Impulse (py, p2)? =: p [Nol04, Abschnitt 2.2]:

oL or

0" 0qT
Da die Bewegung des betrachteten Manipulators von keinerlei potentieller Ener-
gie beeinflusst wird, ist, wie in Gleichung (9) bereits festgehalten, die kinetische
Energie T identisch zur Hamilton-Funktion H. Driickt man H als Funktion der

Koordinaten ¢, g2 und der verallgemeinerten Impulse p;, po aus, so lauten die in
Referenz [Nol04, Abschnitt 2.2| als kanonisch bezeichneten Bewegungsgleichungen

p (19)

oOH
o 9
: oH
pi= Qi — 04, (20b)

mit den generalisierten Lasten @); und i € {1,2}. Bisher kennen wir H jedoch nur
als Funktion der Koordinaten und ihrer Geschwindigkeiten. Die Umrechnung auf
eine Darstellung, welche die verallgemeinerten Impulse statt der Geschwindigkeiten
enthilt, wird durch die folgende Uberlegung moglich: Aus den Gleichungen (13)
und (19) lassen sich leicht

p=Mq bzw. (21)
q=M"p (22)

folgern. Mit letzterer Beziechung konnen wir in H die Abhéngigkeiten von q zu-
gunsten von p eliminieren, denn einen Ausdruck fiir die Massenmatrix und ihre
Inverse haben wir im vorangegangenen Abschnitt bereits aufgestellt. Dariiber hin-
aus stellt Gleichung (22) aber bereits den ersten Teil der Bewegungsgleichungen
(20) dar.

Aufgrund der Tatsache, dass die Energie des Systems nicht von ¢; abhéngt und
am ersten Gelenk als Stellgrofe das von aufen eingeprigte Drehmoment ()7 = u
wirkt, kann man ohne weitere Rechnung

pr=u (23)

anschreiben. Fiir die letzte Bewegungsgleichung ist der Rechenaufwand dagegen
etwas grofer. Unter Beriicksichtigung von ()5 = 0 erhilt man schlieflich

_ sing
~ detM

Do (M Ms + M:)? cos’ g2 + My Ms cos q2)(p1 — p2)pa+

+ M5 M3 cos gz (p2 — p1)p1 — My Ms cos go p%) (24)
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Mit den Beziehungen (22), (23) und (24) liegen vier explizite Differentialglei-
chungen erster Ordnung vor. Diese bilden eine Zustandsraumdarstellung. Die Zu-
standsgrofen sind dabei die beiden Gelenkwinkel ¢; und ¢o, der Gesamtdrehimpuls
p1 und die Impulsgrofe po, deren physikalische Bedeutung nicht offensichtlich ist.
In Bezug auf Positionierungsaufgaben haben die Impulsgréfen p; und ps weniger
intuitive Aussagekraft als die Winkelgeschwindigkeiten, die in der LAGRANGEschen
Formulierung stattdessen auftauchten, sodass wir fiir die meisten der nachfolgen-
den Uberlegungen auf letztere zuriickgreifen werden. Dazu iiberfiihren wir auch
diese im néchsten Abschnitt in eine Zustandsdarstellung. Die nach dem HAMIL-
TON-Formalismus hergeleiteten Bewegungsgleichungen werden jedoch in Abschnitt

4.2 bei der Untersuchung von Erhaltungsgréfen noch sehr niitzlich sein®.

2.4 Zustandsdarstellung und Gleichgewichtslagen

Wie angekiindigt werden wir nun die fiir die weitere Behandlung des Systems
sehr zweckméfige Darstellung im Zustandsraum einfiihren. Die beiden Differenti-
algleichungen zweiter Ordnung (18) werden dabei in vier DGLn erster Ordnung
umgeformt. Dazu wird der Zustandsvektor im R* definiert,

x = (21, T2, 23,%4)" = (q1,G1, 42, G2)", (25)

wobei fiir die Winkel z; und z3, die im Zusammenhang mit Gleichung (1) gemach-
ten Bemerkungen gelten. Setzt man diese Zustandsgrofen in die Beziehung (18)
ein und erginzt sie um die Gleichungen #; = x5, und &3 = x4, erhélt man die
Zustandsdarstellung

i) 0
x=| (%3)C1 (X)M_ ws(73)Ca(x) + E)l’s) u=:f(x)+g(x)u. (26)
—U}g(xg)cl (X) - U)4(.T3)CQ(X) ’U)3(£L’3>

Dieses System soll nun daraufthin untersucht werden, unter welchen Bedingun-
gen die rechte Seite verschwindet, sich das System also in einer Ruhelage befindet.
Zunichst ist klar, dass dafiir o = 0 und x4 = 0 gelten muss. Aus dieser Bedingung
folgt C; = Cy = 0 und damit £ = 0. Aus den Gleichungen (12) und (16) wissen
wir, dass der Zahler von w; gerade M, und damit unabhéingig vom Zustand ist.
Mithin muss in jeder Ruhelage u=0 sein.

6 In Referenz [SKN96| wird in dieser Hinsicht dhnlich verfahren: Auf Basis der kanonischen
Gleichungen werden Erhaltungsgrofen des Systems studiert, fiir den Entwurf einer Steuerung
legt man dann aber die Zustandsdarstellung zugrunde, fiir deren Herleitung sich der LAGRANGE-
Formalismus anbietet.
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Die oft auch als ,Gleichgewichtslagen“ bezeichneten Zustinde °x fiir die
f(*x) =0 (27)
gilt, lassen sich also zu der Menge
X = {*xeR: ny = °zy =0} (28)

zusammenfassen. Anschaulich bedeutet dies, dass, wenn sich der Manipulator nicht
bewegt, jede beliebige Armstellung eine Gleichgewichtslage ist und es keine isolier-
ten Gleichgewichtslagen gibt [AEQ8|. Dies wird durch das Fehlen einer Potential-
kraft verursacht und hat eine wichtige Auswirkung: Die Linearisierung des Systems
um eine Ruhelage ist nicht steuerbar. Es kann sogar gezeigt werden, dass es keine
stetige zeitinvariante Zustandsriickfithrung gibt, welche eine bestimmte Gleichge-
wichtslage stabilisiert [ON91, Sp98, AE0S|.

Starke Trigheitskopplung

In der auf Gleichung (26) folgenden Uberlegung haben wir festgestellt, dass der
Eingang u stets auf die Winkelbeschleunigung 5 einwirkt. Fiir die Beschleunigung
des zweiten Gelenkwinkels steht eine Untersuchung noch aus.

Anders als bei w; steht im Zahler von ws keine Konstante, sondern ein x3
abhéngiger Term, wie offensichtlich wird, wenn man aus den Gleichungen (6), (12)
und (16)

ms Moy + Ms cos xs I+ mgrg + moliry CcOS X3
Wa = — _ — = —
57T detM det M det M

(29)

extrahiert. Kann es also bestimmte Konfigurationen des Arms geben, in denen ws
verschwindet? Offensichtlich héngt die Antwort darauf von den konkreten Werten
der Tragheitsparameter ab. Allerdings lasst sich mit der Einfiihrung des neuen
Tragheitsparameters

mali7o

n = Ms/My = (30)

2
IQ + moTry

eine einfache Bedingung aufstellen, die festlegt, ob ws(x3) = 0 moglich ist, oder
nicht: Fiir den Zahler von w3 kann man dann M(1+17 cos x3) schreiben und daran
ablesen, dass fiir

n<l1 (31)

ws fiir keinen Wert von z3 verschwinden kann.

10
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Die Erfiillung dieser Bedingung wird in den Referenzen [Sp98, MRBO6| als
,starke Tragheitskopplung” (,strong inertial coupling”) bezeichnet. Sie ist u. a.
Voraussetzung fiir die in Abschnitt 2.5.1 durchgefiihrte partielle Linearisierung.
Dass n < 1 keineswegs selbstverstidndlich ist, zeigt ein einfaches Beispiel: Ist der
Unterarm ein homogener Stab, dann gilt I, = 1—12m2l§ und ry = %lg. Damit ver-
einfacht sich Gleichung (30) zu n = % Fiir die naheliegende Wahl [; = [y liegt
mithin keine starke Trigheitskopplung vor.

Wenn die Ungleichung (31) nicht gilt, dann kann w3 fiir bestimmte Werte von
x3 verschwinden. Klar ist aber, dass fiir diese speziellen r3 gelten muss:

, ™3
—, =7 |. 2
vae (3.57) )

Mit anderen Worten: Konfigurationen, in denen &, durch den Eingang nicht beein-
flusst werden kann, treten — wenn iiberhaupt — nur in der N&he eines vollstindig
eingeklappten Ellenbogens auf.

2.5 Partielle Linearisierung

Eine verbreitete Methode zur Steuerung und Regelung nichtlinearer Systeme be-
steht in der Linearisierung durch Zustandsriickfithrung [SL91, Abschnitt 6], [Isi95,
Abschnitt 4.2]. Der Systemeingang u wird dabei in Abhéngigkeit der Zustandsgro-
fsen und eines neuen — virtuellen — Eingangs v vorgegeben, sodass sich ein linea-
rer dynamischer Zusammenhang zwischen dem Systemausgang und v ergibt. Die
Eigenschaften des resultierenden Systems héngen dabei stark von der Definition
des Ausgangs ab. Oft wird der Ausgang derart definiert, dass die fiir die An-
wendung interessierenden Grofen durch ihn représentiert werden. Alternativ kann
der Ausgang auch speziell mit Blick auf giinstige Eigenschaften des sich ergeben-
den Systems gewihlt werden. Diese Herangehensweise wird bei flachheitsbasierten
Entwurfsmethoden verfolgt [RRZ97|. Es kann jedoch gezeigt werden, dass das hier
betrachtete System nicht iiber die Eigenschaft der differentiellen Flachheit verfiigt.
Mit einer dhnlichen Untersuchung lasst sich zwar ein Ausdruck fiir den Ausgang
finden, der einen relativen Grad von r = 3 besitzt, allerdings ergibt sich durch ihn
keine offensichtliche Vereinfachung des Regelungsproblems.

Es kann davon ausgegangen werden, dass die Position des Endeffektors beein-
flusst werden soll, die durch beide Gelenkwinkel bestimmt wird. Um eine iiber-
einstimmende Anzahl von Eingangs- und Ausgangsgrofen zu erreichen, wie es fiir
die Eingangs-Ausgangs-Linearisierung notwendig ist, kann der Systemausgang je-
doch nur aus einer Komponente bestehen. Naheliegend ist es, einen der beiden
Gelenkwinkel als Ausgang zu wihlen, allerdings ist zunéchst nicht festgelegt wel-
chen. Im Folgenden werden die beiden mdoglichen Fille, d. h. a) Schulter- bzw. b)

11
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Ellenbogenwinkel, auf die Erzielbarkeit von linearem FEingangs-Ausgangs-Verhal-
ten, auf den relativen Grad und auf die Eigenschaften der internen Dynamik hin
untersucht. Fiir ein systematischeres Verstindnis betrachten wir zunéchst Fall b).

2.5.1 Ausgang: Ellenbogenwinkel
Wir beginnen mit der Definition des Ausgangs

y = x5 — %3 (33)
und stellen fest, dass der Eingang nach zweimaligem Differenzieren auftritt:

Y =Ty = Ty,
§ =14 = —w3(X)C1(x) — wy(x)C2(x) + w3 (x)u. (34)

Der relative Grad ergibt sich also zu r, = 2. Wir fithren nun mit der Vorgabe

u = Ol(X) +

(v + wy(x)C(x)). (35)

w3 (x)

einen neuen Eingang vy ein, fiir den gilt:
Y =vs. (36)

Da wir dabei durch ws3(x) dividieren, miissen wir, damit diese Vorgabe unabhéngig
von der konkreten Armstellung moglich ist, basierend auf den Erkenntnissen des
Abschnittes 2.4 die Forderung nach starker Tragheitskopplung stellen, d. h. es muss
n < 1 gelten. Wir erhalten dann die partiell linearisierte Systemdarstellung

T 0
1 __m4
= 3 (%) 5(x) + ma(x) | g,
T4 0
0 1
i) 0
___msinag % I
— 141 cos x3 1+ncosxs v 37
%4 + 0 2 ( )
0 1

in der 7 der einzige verbleibende Modellparameter ist. Diese Modelldarstellung, in
der der nicht-aktuierte Gelenkwinkel den Ausgang bildet, wird in Referenz [Sp98|
als ,nicht-kollokierte Linearisierung (,non-collocated linearization“) bezeichnet.
Wihrend die unteren beiden Zeilen des Gleichungssystems (37) die beabsich-
tigte lineare Dynamik ¢ = vy beschreiben, bilden die oberen beiden die interne

12
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Dynamik, welche nun weiter untersucht wird. Fine solche Untersuchung ist im All-
gemeinen schwierig durchzufiithren [SLI1, S. 220|, da auch das interne Teilsystem
vom Eingang und den Zustandsgrofen des externen Teilsystems abhangt. Oftmals
ist eine Betrachtung der Nulldynamik hilfreich, d. h. des dynamischen Verhaltens
des internen Teilsystems, unter der Bedingung y = 0. Im vorliegenden Fall kann
jedoch auch fiir die allgemeinere Bedingung

ij =1, =0, (38)

welche die ,Ausgangsnullung® [Sch99| als Spezialfall einschlieft, eine Aussage ge-
troffen werden. Unter dieser Bedingung gilt fiir die Grofen des externen Teilsys-
tems

z4(t) = "x4 = const., (39a)
ZL’3(t) = 01’3 + 01'4t, (39b)

wobei zunichst %4 # 0 angenommen wird. Fiir die Winkelgeschwindigkeit in der
Schulter vereinfacht sich die zweite Zeile von (37) zu einer separierbaren Differen-
tialgleichung erster Ordnung:

nsinrs
5.

fg = ————— = 40
w2 l1+ncoszs 2 (10)
—_————

=:®(x3)

Die Losung dieser Gleichung setzt eine Integration der Koeffizientenfunktion

. n sin x3(t)
t) == t) = ————— 41
alt) == () =~ e (41)
voraus. Die Stammfunktion von @ kann durch elementare Integration gebildet oder
beispielsweise Referenz [MMWO01, S. 108] entnommen werden:

sin x: ~
/—mdm = In |l +ncosxs| =: Qxs). (42)
In Abbildung 2 sind die beiden Funktionen &(x3) und Q(z3) dargestellt.

Unter Einbeziehung der Gleichungen (39) kénnen wir nun die zeitliche Integra-
tion durchfithren. Wir erhalten

t 1 1~ t 1~ ~ 1
/0 W)t = - [Qas(t)] = oy (s + “rat) = (%s)) = 5-01)
(43a)
mit Q(t) ;= In |1 + ncos(ws + %3t)| — In|1 + 5 cos %z3|. (43b)

13
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0o @2 ® 37/2 2f 0 #x/2 T 3rx/2 2
T3 T3

Abbildung 2: Funktionsverldufe von (a) @(z3) und (b) Q(x3). Beide Darstellungen
zeigen jeweils eine Periode und in beiden Graphen gilt n = 0.9.

Auf Basis dieser Uberlegungen kann man jetzt mit der Methode der Trennung
der Verdnderlichen die Losung der DGL (40) bestimmen. Aus dem Ansatz

x2(t) t
/ x5 dry = / w(t')dt’ (44)
0 0

T2
folgt nach Ausfithren der Integration und Einsetzen von Gleichung (43b)

0172

To(t) = —5—— (45)
1-— T%Q(t)

Die zeitliche Entwicklung von xs ergibt sich aus den Gleichungen (45, 43b)
in Abhingigkeit der drei Anfangswerte %zy, %z5 und %z4. Eine interessante Frage
ist nun, unter welchen Bedingungen der Nenner der rechten Seite von Gleichung
(45) verschwinden kann und damit x5 in endlicher Zeit iiber alle Grenzen wichst.
Damit dieser Fall nicht eintritt, miisste die folgende Bedingung gelten:

0

1— 2Q(t) > 0, Vit > 0. (46)

Ty

Ist der Nenner zu einem bestimmten Zeitpunkt % kleiner als null, hat dies sein
Verschwinden zu einem anderen Zeitpunkt als Konsequenz, aufgrund der Stetig-
keit und der Periodizitat von €(¢) und der Tatsache, dass diese Funktion Nullstel-
len hat. Aus Ungleichung (46) kann man mittels der Beziehung (43b) iiber eine
Fallunterscheidung beziiglich der (Un-)Gleichheit der Vorzeichen der Anfangswer-
te beider Geschwindigkeiten zwei Bedingungen formulieren, welche sicherstellen,

14
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I I ’ | I I
0T ] |
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§= I
500 1
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0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
tins

Abbildung 3: Simulierter Zeitverlauf xo(¢) fiir unterschiedliche Anfangsbedingungen.
In beiden Fillen gilt: %23 = 7/2, %4/2m = 1s~!. Fiir die Schulterwinkelgeschwindig-
keit gilt in einem Fall %z = Y4 (durchgezogene Linie), und im anderen Yo = 2%
(strichliert). Im zweiten Fall wird also Bedingung (47a) verletzt, denn es gilt cos “r3 = 0
und damit In1.9 =~ 0.64 £ % Deutlich sichtbar ist der periodische Charakter der zur
ersten Anfangsbedingung gehorenden Lésung. Auch die Lage der senkrechte Asymptote
der Losung mit endlicher Fluchtzeit 1dsst sich gut abschitzen.

dass x5 (t) wohldefiniert ist:

L+n Oy
In|————| < —, fiir “%25,%4 >0, 47
n‘l—i-?]COS Oq Oy Ut (47a)
1—n Oz,
Inf——" |5 T i 00, <0 47h
t 1+ ncos %3 Oy Hr 2 (47b)

Es kénnen also je nach Anfangswerten Konstellationen auftreten, in denen der
Nenner fiir bestimmte ¢ null wird. Ebenso gibt es Konstellationen, in denen dieser
Fall nicht eintritt.

Als Konsequenz halten wir fest, dass es bei Vorgabe der Ellenbogenbeschleunigung
&4 = vy zu Situationen kommen kann, welche eine ,endliche Fluchtzeit* (auch
wendliche Entweichzeit* [Aul04, Abschnitt 2.5]) der Schulterwinkelgeschwindigkeit
verursachen. Weiterhin stellen wir fest, dass es aufgrund der Periodizitéit von €(¢),
nur die beiden Fille ,endliche Fluchtzeit* oder ,periodisches Verhalten von xs(t)“
gibt. Besonders erstere Erkenntnis muss Beachtung finden, wenn eine derartige
Vorgabe Teil einer Regelstrategie sein soll. Abbildung 3 zeigt zur Untermauerung
der Resultate Simulationsergebnisse fiir eine kritische und eine unkritische Wahl
von Anfangsbedingungen.

Eine abschliefende Bemerkung sei dem Fall %z, = 0 gewidmet. Aus den Gleichun-

gen (33, 34) lesen wir ab, dass dann y = 0 gilt, und damit x3 konstant auf seinem
Anfangswert verharrt. Dies ist der Fall der oben mit ,Ausgangsnullung” bezeich-

15
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net wurde. Die Koeffizientenfunktion @ in Gleichung (40) ist dann zeitkonstant.
Dies muss bei der Integration der Differentialgleichung beriicksichtigt werden. Als
Nenner der Losung erhélt man eine in ¢ affine Funktion, mit anderen Worten eine
Gerade. Fiir sin %r5 = 0 ist diese parallel zur t-Achse und man erhilt die konstan-
te Losung x5 = %zy. Andernfalls hat die Gerade eine Nullstelle, die entweder bei
t < 0 oder bei t > 0 liegen kann. Abhingig von den Anfangsbedingungen %z, und
25 gibt es also auch fiir die Nulldynamik Konstellationen mit oder ohne endliche

Fluchtzeit. Insgesamt ist die Nulldynamik instabil.

2.5.2 Ausgang: Schulterwinkel

Nun wenden wir uns dem Fall a) zu und wéhlen als Ausgang
y:=x1 — ‘1. (48)
Auch hierbei tritt der Eingang nach zweimaligem Differenzieren auf:

Y =T =Ty
§J = &g = —wy (X)C(x) — we(x)C2(x) + wq (X)u. (49)

Fiir den relativen Grad heifst das, analog zu oben, r, = 2. Mit der Wahl

u=Ci(x)+ (v + wy(x)Cy(x)) (50)

wy(x)
kann wieder ein neuer Eingang, v, eingefithrt werden, fiir welchen gilt:
y=v. (51)

Mit diesem Eingang lautet die Systemdarstellung

i) 0
- 0 1
X = 74 + 0 v
—,;%402@() ——m,%(f )
i) 0
0 1
- . + . v (52)
—n sin w373 —(1+ ncoszs)

Wie erwartet, bilden hier die oberen beiden Zeilen das lineare Eingangs-Aus-
gangs-Verhalten, wihrend die unteren beiden Zeilen der Vektorgleichung die zuge-
horige interne Dynamik darstellen. In Referenz [Sp98| wird diese Darstellung, als
ykollokierte Linearisierung® bezeichnet.

16
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Die Erfahrung aus der obigen Betrachtung des Falls b) lassen die Frage auf-
kommen: Kann auch fiir diese interne Dynamik der Fall einer endlichen Fluchtzeit
eintreten, d. h. kann auch bei externer Vorgabe der Schulterwinkelbeschleunigung
die Ellenbogenwinkelgeschwindigkeit in endlicher Zeit iiber alle Grenzen wachsen?

Abermals versuchen wir fiir unsere Uberlegungen eine méglichst breite Giiltig-
keit zu erreichen. Wéhrend im Fall b) fiir die Untersuchung der internen Dynamik
das Verschwinden des Eingangssignals gefordert wurde und dadurch explizite Lo-
sungen mit endlicher Fluchtzeit bestimmt werden konnten, geniigt es nun sogar,
wenn lediglich eine obere Schranke fiir |v(¢)| und |x2(t)| vorausgesetzt wird. Unter
diesen Bedingungen kann die globale Existenz der Losung von (52) aus einer einfa-
chen Uberlegung geschlussfolgert werden: Durch die Beschrinkungen von |z, |v],
|sinz3| und | cos x| ist ©4 ebenfalls beschriankt. Dies heifst aber nichts anderes, als
dass es stets eine affine Funktion der Zeit gibt, die schneller wéchst bzw. fillt als
x4(t). Da solche Geradengleichungen fiir alle ¢ € R erklirt sind, gilt dies auch fiir
[E4(t)

Es sei angemerkt, dass der Fall der Nulldynamik ein Spezialfall der diskutierten
Verhiltnisse darstellt: Die Situation y = 0 liegt genau dann vor, wenn die oberen
Schranken fiir die Betrdge von x5 und v zu Null gesetzt werden, und man den
Anfangswert %z; entsprechend wihlt. Dann gilt @4 = 0, d.h. der Unterarm kreist
mit einer konstanten Winkelgeschwindigkeit, wihrend der Oberarm steht. Auch
dies stellt formal ein instabiles Verhalten dar, da x3(t) nicht begrenzt bleibt. Dieses
Verhalten ist jedoch unbedenklich, da, wie eingangs erwdhnt, 3 und x3 mod 27
den selben physikalischen Zustand des Systems beschreiben.

Zusammenfassend kommen wir zu dem Schluss, dass von beiden untersuchten Va-
rianten der Fall a), d.h. die Vorgabe der Oberarmbeschleunigung, offensichtlich
giinstigere Figenschaften in sich birgt. Zum einen unterliegt die Zuldssigkeit der
durchgefiihrten Transformation zur Einfiihrung des neuen Eingangs v keinen Be-
dingungen an 7 und zum anderen verhélt sich das System gemessen am Fall b)
yunkritisch®. Zwar ist die interne Dynamik in beiden Féllen instabil, jedoch kénnen
wir im Fall a) fiir gegebene begrenzte Trajektorien der externen Dynamik sicher-
stellen, dass der Fall endlicher Fluchtzeit nicht auftritt. Da typischerweise die fiir
die externen Groben vorgegebenen Trajektorien sowohl in zeitlicher Hinsicht, als
auch in Bezug auf ihren Wertebereich begrenzt sind, ist dies eine sinnvolle Annah-
me. Es liegt deshalb auf der Hand die zu erarbeitenden Ansétze einer Regelung in
Kapitel 5 auf der Variante a) der partiellen Linearisierung aufzubauen. Zuvor wird
in Abschnitt 4.4 diese Modelldarstellung jedoch noch in Normalform iiberfiihrt.
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3 ANSATZE AUS DER LITERATUR

3 Losungsansatze aus der Literatur

Im ersten Abschnitt diese Kapitels werden die dem Autor bekannten und als we-
sentlich erscheinenden Ansétze zur Steuerung bzw. Regelung des unteraktuierten
Zweigelenkmanipulators kurz vorgestellt. In den folgenden drei Abschnitten wer-
den dann ausgewihlte Ansitze genauer betrachtet.

3.1 Chronologischer Uberblick

Zunichst ist festzuhalten, dass man sich diesem speziellen System erst in den
letzten zwei Jahrzehnten angenommen hat. Der fritheste hier behandelte Ansatz
wird in seiner praktischen Umsetzung in Referenz [AT91] vorgestellt und setzt ei-
ne Halte-Bremse im Ellenbogengelenk voraus. Er besteht im Wesentlichen daraus,
dass zundchst auf Basis einer nicht-kollokierten Linearisierung bei deaktivierter
Bremse dieses Gelenk positioniert wird. Danach kann mit aktivierter Bremse der
Oberarm auf Basis einer kollokierten Linearisierung leicht in die gewiinschte Lage
gebracht werden, ohne dass sich der Ellenbogenwinkel dabei dndert. Die Halte-
bremse ermoglicht also eine Entkopplung der Positionierungsvorginge und ihre
zeitliche Nacheinanderausfithrung.

In Abschnitt 2.5.1 wurde auf die fiir die nicht-kollokierten Linearisierung pro-
blematische interne Dynamik hingewiesen, welche zu sehr grofien Schulterwinkelge-
schwindigkeiten fiihren kann. Obwohl in der Quelle nicht explizit auf diesen Sach-
verhalt eingegangen wird, sieht der darin prisentierte Ansatz die Planung einer
Trajektorie fiir den Ellenbogenwinkel derart vor, dass eine bestimmte Begrenzung
des Eingangsmomentes nicht iiberschritten wird.

Aus ungefihr dem selben Zeitraum stammt Referenz [ON91]. Darin werden zum
einen allgemeine Bedingungen zur Integrabilitéit” der aus der Momentenbilanz des
passiven Gelenks resultierenden Gleichung prasentiert. Als Beispiel wird auch auf
das in der vorliegenden Arbeit untersuchte Modell, d.h. den ebenen Zweigelenk-
manipulator ohne Einfluss von Gravitation und ohne Reibung, eingegangen, und
gezeigt, dass fiir dieses die entsprechende Beziehung nicht integrabel ist. Weiter-
hin wird fiir dieses Beispiel gezeigt, dass mit einem linearen PD-Regler fiir x; eine
Menge °M von Ruhelagen asymptotisch stabilisiert werden kann, die gegeniiber
der Menge aller Ruhelagen, °X, eingeschrankt ist:

‘Mi={x€ X :x =9} (53)

Als Stellgrofe wird das Schultermoment aufgefasst, sodass eine partielle Lineari-
sierung nicht notwendig ist.

"Eine DGL heifit integrabel, wenn ihre Losung auf eindimensionale Integrale zuriickgefiihrt
werden kann [Kuy08, Abschnitt 8.6].

18
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Dem iiblichen Problem, also der Uberfiihrung des Manipulators in eine bestimmte
Ruhelage widmet sich Referenz [SKN96|, wobei das passive Gelenk ebenfalls rei-
bungsfrei modelliert und auch keine Bremse vorausgesetzt wird. Speziell wird eine
Methode vorgestellt, um mit einem zeitperiodischen Eingangssignal die Ruhela-
ge ausgehend von einem Zwischenzustand (9x1,0, ‘&3, ‘z4) mit beliebigen ‘r3 und
'r4 zu erreichen. Dieser Zwischenzustand kann von einem beliebigen Ausgangszu-
stand zum Beispiel mittels des oben genannten PD-Reglers erreicht werden. Die
prisentierte Methode besteht in einer Amplitudenmodulation des Eingangssignals.
Es wird dabei eine Modelldarstellung benutzt, die dem nach Variante a) partiell
linearisierten System entspricht. Fiir das Eingangssignal wird die zeitperiodische
Funktion

v = ycos(wt) (54)

angesetzt, wobei w eine reelle Konstante ist und ~ als neuer Eingang aufgefasst
wird. Dieser ist wihrend eines Zyklus’ konstant, sodass an dessen Ende das Schul-
tergelenk in der selben Lage steht wie an dessen Anfang. Zu Beginn eines Zyklus’
wird ~v derart gewahlt, dass sich eine Trajektorie ergibt, deren in die z3-z4-Ebene
projizierte POINCARE-Abbildung auf einer Ellipse liegt. Speziell wird eine Ellipse
gewihlt, welche die x3-Achse im Punkt 925 schneidet. Fiir den letzten Zyklus wird
dann ~y, abweichend von der sonstigen Riickfithrung®, derart bestimmt, dass der
nichste — und damit letzte — Punkt der POINCARE-Abbildung in der x3-z4-Ebene
moglichst nahe an (93, 0) liegt. Mit dieser Methode kann also nur eine Umgebung
der Zielruhelage erreicht werden. Diese ist um so kleiner, je grofer der Parameter
w ist.

Nahezu zeitgleich wurde in Referenz [BX96| ein Ansatz fiir N-gliedrige unteraktu-
ierte Manipulatoren veroffentlicht, der mit N = 2 auf das hier betrachtete System
bezogen werden kann. Dabei wird mittels eines Gleitregime-Reglers zunichst das
passive Gelenk in die beabsichtigte Lage gefiihrt, wo es mit Hilfe einer Bremse
fixiert wird. Die nachfolgende Positionierung des aktiven Gelenks ist anschliefsend
leicht moglich.

Ohne Halte-Bremse und ohne Reibung, die sich in #hnlicher Weise ausnutzen lisst?,
kommt der in Referenz [LMO97| vorgestellte Ansatz zum Erreichen einer gegebe-
nen Ruhelage aus. Wesentliches Werkzeug ist die nilpotente Approximation des

8Eine ,Riickfithrung” der Abweichung von der Ellipse findet jeweils fiir die Berechnung von ~y
am Beginn des Zyklus’ statt.

9Zumindest, wenn sie einen COULOMBschen (oder ,trockenen®) Anteil hat, d.h. einen Anteil,
der nur von der Bewegungsrichtung abhingt.
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Systems. Darauf aufbauend kann eine Steuerung entworfen werden, die den Mani-
pulator iterativ an die Soll-Ruhelage heranfiihrt. In Abschnitt 3.2 wird die Heran-
gehensweise niher beschrieben.

Die in [MBS98| présentierte Variante zum Wechsel zwischen zwei Ruhelagen setzt
wieder eine Bremse am Ellenbogengelenk voraus. In dieser Referenz wird die in-
stabile interne Dynamik bei Verwendung der nicht-kollokierten partiellen Lineari-
sierung explizit angesprochen. Dem Problem wird begegnet, indem zwischen zwei
Regelalgorithmen gewechselt wird: Ein PD-Regler strebt die gewiinschte Lage des
Ellenbogens an, provoziert dabei aber ggf. ein sehr starkes Anwachsen der Schul-
terwinkelgeschwindigkeit. Dadurch wird ein bestimmtes Gebiet im Zustandsraum
verlassen, was zur Folge hat, dass ein Gleitregime-Regler aktiviert wird, der das
aktive Gelenk in dessen Soll-Lage abbremst. In diesem als Dampfungs-Regelung
(,damping control) bezeichnetem Modus ist die Haltebremse aktiviert.

In Referenz [SHOO| wird der Arbeitspunktwechsel des unteraktuierten Manipula-
tors als zeitdiskretes Problem betrachtet. Auf Basis der kollokierten Linearisierung
wird fiir den Eingang v eine stiickweise konstante Funktion der Zeit angesetzt. Die
Trajektorienplanung erfolgt dann als Bestimmung der Funktionswerte dieser durch
die Losung eines Optimierungsproblems. In Abschnitt 3.3 wird dieses Verfahren
ndher beleuchtet. Es sei vorweggenommen, dass die Optimierungsaufgabe nume-
risch problematisch wird, wenn die Haftreibung im passiven Gelenk gegen null
geht.

Zusitzlich wird in der Quelle eine Stabilisierung auf der vorab berechneten
Trajektorie vorgestellt, die ebenfalls aus der zeitdiskreten Betrachtung abgeleitet
wird. Mit dieser ist es moglich, trotz Parameterdnderungen durch Aufnahme einer
Last am Endeffektor, die Zielruhelage zu erreichen, ohne eine neue Trajektorie
berechnen zu miissen.

Die jiingste der hier skizzierten Varianten stammt aus Referenz [MRBO06]. Darin
wird von einer signifikanten Haftreibung im Ellenbogengelenk ausgegangen. Die
vorgeschlagene Methode basiert auf der Strategie mittels der nicht-kollokierten
Linearisierung zunéchst das passive Gelenk zu positionieren, danach das Schulter-
gelenk ,behutsam“ abzubremsen, sodass sich der Ellenbogenwinkel aufgrund der
Haftreibung nicht mehr verédndern kann und es schlieflich ebenso behutsam in
die Endlage zu steuern. Fiir die Positionierung des Ellenbogens wird dabei ein
Gleitregime-Regler genutzt, der sich an [BB98| orientiert. Dem in Abschnitt 2.5.1
besprochenem Problem der instabilen internen Dynamik und der damit verbunde-
nen gef. auftretenden endlichen Fluchtzeit wird keine Beachtung geschenkt.
Diskussionswiirdig ist die Argumentation, mit welcher das explizite Einbezie-
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hen der Haftreibung in die Regelstrategie motiviert, bzw. es als Problem bezeich-
net wird, dies nicht zu tun. Wéhrend es einerseits zutrifft, dass die Vernachlassi-
gung der Reibung eine Vereinfachung des Modells darstellt, muss andererseits be-
tont werden, dass eine signifikante Haftreibung im Ellenbogengelenk eine einfache
Moglichkeit der zeitlichen Entkopplung der Positionierung der einzelnen Gelenke
zulésst, und damit eine deutliche Vereinfachung des Regelungsproblems mit sich
bringt. In der Tat dhnelt dieser Ansatz denjenigen, die eine Haltebremse vorsehen.
Dariiberhinaus muss bezweifelt werden, dass durch eine iibliche Kugellagerung die
Haftreibung nicht soweit reduziert werden kann, dass ihre Vernachlissigung kein
grober Modellierungsfehler ist. Anders sieht es aus, wenn der Manipulator erst
durch Ausfall eines Antriebs zum unteraktuierten System wird. Dann ist tatséch-
lich mit erheblicher Reibung zu rechnen.

Zusammenfassend konnen zwei Entwicklungsrichtungen unterschieden werden: Die
eine hat ihren Fokus auf verhaltnisméfig einfacher und schneller Positionierung des
Endeffektors und nimmt dabei die Notwendigkeit einer Bremse bzw. von signifi-
kanter Haftreibung in Kauf [AT91, BX96, MBS98, SH00, MRB06]. Die andere
verzichtet auf diese vereinfachenden Elemente [ON91] und versucht mit recht um-
fangreichen theoretischen Betrachtungen und daraus resultierenden aufwendigen
Mandévern eine Zielruhelage zu erreichen [SKN96, LMO97]. Der in Kapitel 5 der
vorliegenden Arbeit betrachtete Ansatz lasst sich tendenziell letzterer Kategorie
zuordnen.

In den beiden folgenden Abschnitten dieses Kapitels werden zwei der umrisse-
nen Ansitze ndher betrachtet. In Abschnitt 3.4 wird dann eine bisher hier nicht
erwihnte Herangehensweise untersucht, die u.a. in Referenz [GHZ05]| présentiert
wird, wobei das in der Quelle betrachte System nicht der Zweigelenkmanipulator
mit passivem Ellenbogen ist, sondern das — ebenfalls unteraktuierte — invertierte
Pendel mit verschieblichem Fuf.

3.2 Entwurf einer zyklischen Steuerung basierend auf einer
nilpotenten Approximation

In diesem Abschnitt wird die in den Referenzen [LMO97, LMOO00] vorgestellte
Herangehensweise betrachtet, einen Arbeitspunktwechsel des ebenen unteraktu-
ierten Manipulators zu erreichen, ohne auf eine Bremse oder die Wirkung von Rei-
bung zuriickgreifen zu kénnen. Die vorgegebene Endposition wird durch iteratives
Anwenden einer speziellen Steuerung erreicht. Um diese zu bestimmen, wird das
Modell zunéchst partiell linearisiert, wobei der Schulterwinkel als Ausgangsgrofe
aufgefasst wird, um es in eine Form vergleichbar mit (52) zu bringen. Danach wird
eine nilpotente Approximation durchgefithrt. Dazu werden die Komponenten der
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beiden Vektorfelder der Systemdynamik durch ihre Entwicklung als Taylorreihe
bis zu einer bestimmten Ordnung ersetzt. Daraus resultiert eine ndherungsweise
Systemdarstellung in sog. privilegierten Koordinaten, welche die gleichen Steuer-
barkeitseigenschaften wie das Originalsystem hat. Das lineare Teilsystem bleibt
bei dieser Prozedur erhalten.

Im niichsten Schritt wird dann ein Eingangsverlauf fiir die Zeitspanne ¢ € [0, 73]
entworfen, welcher das approximierte System unter bestimmten Startvorausset-
zungen niher an die Zielruhelage bringt und gleichermafien sicherstellt, dass zum
Zeitpunkt 7, die Startvoraussetzungen wieder erfiillt sind. Dadurch wird eine wie-
derholte Anwendung des Eingangsverlaufes, jeweils mit angepassten Parametern,
moglich.

Die angesprochenen Startvoraussetzungen bestehen dabei aus den fiinf Forde-
rungen

= 9, (55a)
g = 0, (55b)
sign’r, = sign(Yzs — 3), (55¢)
sign’ry, = —signsin(2%;3) (55d)
* d
. Zs3 . T3
t(—) = int(—— 55

el 2) — () (550)

wobei die letzte Bedingung mittels des Ganzzahl-Operators int(-) ausdriickt, dass
die Winkel *g; und 9¢, im selben Quadranten des Einheitskreises liegen. Es wird
dann gezeigt, dass bei Erfiillung der ersten beiden Forderungen, unabhéngig vom
konkreten Eingangsverlauf, fiir die Anderung von 3 nach dem Ende des Mandvers

AZL‘g = *ZL'47'2 (56)

gilt, dass sich also die Anderung des Schulterwinkels aus dem Produkt des Anfangs-
wertes der entsprechenden Winkelgeschwindigkeit und der Mand&verdauer ergibt.
Dies wiederum begriindet die dritte Forderung, wonach sich der Unterarm am
Anfang des Manovers auf seine Soll-Lage zubewegen muss.

Um dagegen Az, zu bestimmen, muss mehr iiber den Eingang bekannt sein.
Es wird eine stiickweise harmonische Funktion

—A 4t t 2
o(ty = { ~Acostmr) t€l05) (57)
Acos(dm2),  t€[F, 7]

angesetzt, deren Verlauf in Abbildung 4 gezeigt ist. Durch diese Konstruktion wird
erreicht, dass sowohl die Winkelgeschwindigkeit, als auch der Winkel des aktiven
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] ]
O T2/2 T2
t

Abbildung 4: Zeitverlauf des Fingangs fiir einen Iterationsschritt. Durch den sprung-
haften Vorzeichenwechsel bei 75/2 wird eine spezielle Symmetrie erreicht, sodass die drei
ersten bestimmten Integrale von 0 bis 75 iiber den Eingang verschwinden — eine Eigen-
schaft, welche die Beeinflussung von x4 vereinfacht.

Gelenks bei ¢t = 75 die selben Werte annehmen wie bei ¢t = 0 und dariiberhinaus

auch
T2 t t B
/ //v(f)dfdtdt =0 (58)
o Jo Jo

gilt. Diese Eigenschaft wird bené6tigt, um mit Hilfe der approximierten Bewegungs-
gleichungen einen relativ einfachen Ausdruck fiir die Anderung der Ellenbogenge-
schwindigkeit wahrend eines Teilmand6vers zu erhalten:

A27_3,'72
Ap, = —21
T T4

Nun wird auch die Startbedingung (55d) klar, denn das Vorzeichen der Anderung
von x4 ist durch sin(2*z3) festgelegt. Aus den Bedingungen (55¢, 55d, 55e) folgt
auch, dass eine Ruhelage mit ®z3 € {37, 27} nicht mittels der zyklischen Steuerung
erreicht werden kann.

Als ein weiterer Schritt wird die Verringerung der Fehler mit jeder Iteration
gefordert,

sin(2 "r3). (59)

|y — dag| < yiltes — Yas), (60a)
2y — Yaa| < Yol'rs — Yay] (60D)

wobei 0 < v < 75 < 1 gelten muss. Dies kann auf verschiedene Arten erreicht
werden. Fiir Simulations- und Experimentaluntersuchungen wird in [LMOO00] eine
konstante Manoverdauer 75 genutzt und die Amplitude fiir jeden Iterationsschritt
7u

_ 81 (e — D), T2

37— 43

A

NTo To Sin 223
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bestimmt, wodurch sich automatisch v; = 7, ergibt.

Die wiederholte Durchfiihrung des Teilmandvers und die dadurch erreichte ite-
rative Anndherung des Ellenbogenwinkels an seinen Sollwert wird in der Quelle
als , Kontraktionsphase (,contraction phase‘) bezeichnet. Thr vorgelagert ist eine
w2Ausrichtungsphase® (alignment phase“), in der das aktive Gelenk auf seinen Soll-
wert gesteuert und dort angehalten wird. Wie dies im Einzelnen geschieht, ist fiir
den Ansatz nicht relevant, solange es in einer endlichen Zeit 71 ablauft.

Abhéngig von der Ausgangsruhelage, vom Verlauf der Ausrichtungsphase und
von den geforderten Sollwinkeln, kénnen die Bedingungen (55) am Ende der Aus-
richtungsphase erfiillt sein oder nicht. Deshalb sieht das Regelgesetz eine optionale
,Ubergangsphase® (,transition phase) vor. Mit dieser wird erreicht, dass der Wert
von z3 in das bendtigte Intervall fallt und dass x4 das richtige Vorzeichen hat.
Ist die Vorzeichenbedingung bereits erfiillt, dann muss wegen x, = const.'® nur
abgewartet werden, bis x3 in das geforderte Intervall eintritt. Andernfalls besteht
die in der Ubergangsphase angewendete Strategie darin, zu warten, bis ¢ in einen
geeigneten Wert annimmt, dann ein Manéver mit dem Eingang aus Gleichung
(57) und entsprechend gewihlten Parametern durchzufiihren, sodass die Winkel-
geschwindigkeit ¢, das Vorzeichen wechselt, und schliefslich abermals zu warten bis
die Kontraktionsphase beginnen kann.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde das Regelgesetz fiir die Kontrakti-
onsphase implementiert und auf das Manipulatormodell mit n = 0.9 angewendet.
Abbildung 5 zeigt beispielhaft die Ergebnisse eines Simulationslaufes.

Aus Sicht des Autors der vorliegenden Arbeit, handelt es sich bei dem vorgestell-
ten Konzept um einen innovativen und interessanten Ansatz. Eine offene Frage
bleibt jedoch, ob nicht der recht hohe Steuerungsaufwand die in den Einleitungen
der Referenzen [LMO97, LMOO00| erwiihnten Beweggriinde fiir den Einsatz unter-
aktuierter Systeme, speziell die Verringerung von Kosten und Fehleranfilligkeit,
relativiert.

Djese Bedingung ergibt sich, wie in Abschnitt 2.5.2 gezeigt, bei der verwendeten partiellen
Linearisierung fiir die Nulldynamik. Auf den Fall, dass z, am Ende der Ausrichtungsphase sehr
klein ist, oder gar verschwindet, wird nicht eingegangen.

24



3.2 Optimierungs-Ansatz 3 ANSATZE AUS DER LITERATUR
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Abbildung 5: Simulierte Zeitverlaufe der Gelenkwinkel, der Winkelgeschwindigkeiten
und des Eingangs wihrend der Kontraktionsphase. Es gilt: dz; = 0, 923 = %71 und
79 = 1.4 8. Die wiederholte Durchfiihrung des Mané&vers fiihrt, wenn man als Betrach-
tungszeitpunkte positive ganzzahlige Vielfache der Mandverdauer 75 wihlt, zur einer
asymptotischen Anndherung des Ellenbogenwinkels x3 an seinen Sollwert wéhrend x;

auf seinem Sollwert verharrt.

3.3 Trajektorienbestimmung durch Optimierung

In diesem Abschnitt wird der in den Referenzen [SH00, SHO1| vorgestellte und
in [Sch06] ausfiihrlich untersuchte Ansatz zur Ruhelagen-Uberfiihrung niher be-
leuchtet.

Das Modell wird dazu in einer partiell linearisierten Darstellung notiert die mit
Beziehung (52) vergleichbar ist. Jedoch wird zusétzlich mittels eines Arcustangens-
Terms trockene Reibung modelliert, womit man

iy = —nsinzzrs — (1 + ncosxs)v — 4, arctan(yo74) (62)

erhilt!!. Dieses System wird dann zu diskreten Zeitpunkten betrachtet, die sich

" Eine entsprechend hohe Wahl von 7, bewirkt, dass mit diesem Modell niherungsweise auch
der Effekt der Haftreibung beschrieben werden kann.

25



3.3 Optimierungs-Ansatz 3 ANSATZE AUS DER LITERATUR

aus den ganzzahligen Vielfachen der Zeitkonstante 7, ergeben. Fiir den Eingang
setzt man die abschnittsweise konstante Funktion

0, fiir t <0,
v(t) = Ty, fiir t € (T,(i — 1), T,], mit i € {1,2,...,m} (63)
0, fiir t > mT,

an, und legt fest, dass die Anzahl der Intervalle grofer ist, als die Dimension des
Zustandsraumes:

m >n=4. (64)

Der Endzustand = x(m7,) kann dann als Funktion des Eingangsvektors v =
(D1, Vg, ..., V)T interpretiert werden:

x = h(v), (65)

wobei die Funktion h : R™ — R” sowohl die Wirkung der Systemdynamik als auch
des vorgegebenen Anfangszustandes beinhaltet.

Das Optimierungsproblem zur iterativen Bestimmung einer fiir das Erreichen
der Zielruhelage x geeigneten Eingangs-Sequenz v, ausgehend von einem Start-
vektor v°, wird dann aus der folgenden Uberlegung hergeleitet: In einem Iterati-
onsschritt ergebe sich

v = vk ovh, (66)
sodass man in linearer Naherung
oh
h(vF™) = h(vF + 6vF) =~ h(v¥) + o sv" (67)
Vk
=S

aufstellen kann, worin S* € R"*™ die Steuerbarkeitsmatrix im Schritt & darstellt.
An dieser Stelle soll angemerkt sein, dass es nicht notwendig ist, die Funktion
h(v) zu bestimmen und die partiellen Ableitungen explizit auszufiihren. Vielmehr
kann S* durch numerische Integration berechnet werden, wie noch erliutert werden
wird. Wenn fiir den Moment S¥ als bekannt angenommen wird, dann kann év* aus
dem Minimierungsproblem

|9 — h(v*) =S¥ §v*|| — min (68)
SN—— svk
il

bestimmt werden, zu dessen Losung der ,Levenberg-Marquadt-Algorithmus® her-
angezogen wird. Dafiir muss die ,regularisierte Pseudoinverse” der Steuerbarkeits-
matrix

S := ST(p’I, +8S”)~ !, (69)
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bestimmt werden. In dieser Gleichung!? sei der Parameter i reell und I,, bezeichne
die n x n-Einheitsmatrix. Nun kann mit

Svh = *SF(Ix — x*) (70)

der im Schritt k£ optimale Wert fiir 5v* berechnet werden. Ein niichster Interations-
schritt ist solange notwendig, bis ||6v*|| kleiner als eine akzeptable obere Schranke
ist.

Nach der Erlduterung dieses Ansatzes ist die Bestimmung der Steuerbarkeits-
matrix mittels der Methode der ,Empfindlichkeitsanalyse“!3 Gegenstand der Be-
trachtungen. Dazu wird bei festem & die Matrix S als aus den m Spaltenvektoren s’
mit ¢ € {1,2,...,m} zusammengesetzt aufgefasst und jeder einzelne dieser Vekto-
ren durch numerische Integration bestimmt. Bildet man niimlich §° und vertauscht
die Reihenfolge der Ableitungen,

g d (0 0 .
= (avix) = é)Uix. (71)

so erhdlt man m Systeme gewOhnlicher Differentialgleichungen der Dimension n,
die sich parallel zu den Bewegungsgleichungen numerisch l6sen lassen. Der gesamte
Algorithmus kann mithin wie folgt zusammengefasst werden: Zu einer gegebenen
Startruhelage *x und einem Startvektor v° fiir die Eingangs-Sequenz wird nume-
risch die Endruhelage x° und die Matrix S° bestimmt, und mittels der Beziehungen
(70) und (66) die Eingangssequenz fiir den néchsten Iterationsschritt berechnet.
Mit dieser Prozedur wird solange fortgefahren, bis *  hinreichend nah“ am ge-
wiinschten Wert 9x liegt und ||6v*|| somit entsprechend klein ist. Der Vektor v*
kann dann als die gesuchte zielfiihrende Eingangssequenz angesehen werden.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde diese Herangehensweise implementiert
und auf einige Eigenschaften hin untersucht. Zunéchst kann festgehalten werden,
dass fiir die in [SHO1| angegebenen Parameterwerte gute Ergebnisse erzielt werden
konnten. Exemplarisch wird dies in Abbildung 6 deutlich.

Bei der Beurteilung dieser Ergebnisse muss jedoch beachtet werden, dass mit
71 = 0.18 s7! von relativ starker Haftreibung ausgegangen wird. Deshalb verwun-
dert es auch nicht, dass sich annihernd ein solches Bewegungsmuster ergibt, wie es
in Referenz [MRBO06| explizit erzeugt wird, d. h. dass das Ellenbogengelenk zuerst
seine Soll-Lage erreicht und diese bei der anschliefsenden Positionierung des Ober-
arms aufgrund der Reibung nicht mehr verldsst. Verringert man die Haftreibung
im passiven Gelenk, konvergiert der Levenberg-Marquadt-Algorithmus ab einem

2Der rechte Kopfindex k wurde fiir eine bessere Ubersichtlichkeit nicht mitgeschrieben.
13 In Referenz [SHO1] wird die Bezeichnung ,Sensitivititsanalyse* verwendet.
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Abbildung 6: Simulierte Verldufe der Zustandsgréoken und der Verlauf des Eingangs
als Ergebnis der Optimierungsaufgabe. Verwendet wurde wie in [SHO1|: n = 1.42, vy =
0.18 57! und 2 = 20 s. Weiterhin wurden m = 7, T,, = 0.35 s und i = 0.003 benutzt.
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Abbildung 7: Konvergenz des Levenberg-Marquadt-Algorithmus fiir verschiedene Wer-
te des Haftreibungsparameters ~;. Fiir alle anderen Parameter gelten die Werte aus
Abbildung 6. Auf der logarithmisch eingeteilten senkrechten Achse ist ||x — x*|| =: e
aufgetragen, auf der waagerechten Achse der Iterationsschritt k. Fiir v wurde jeweils der
Nullvektor verwendet. Mit 71 = 0.01 s~! oder kleiner konnte keine Konvergenz erreicht
werden.
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bestimmten Wert fiir +; schlechter, wie Abbildung 7 zu entnehmen ist. Fiir sehr
schwache oder verschwindende Haftreibung konnte im Rahmen der vorliegenden
Arbeit mit der in diesem Abschnitt beschriebenen Methode keine zufriedenstel-
lende Trajektorie fiir den Arbeitspunktwechsel bestimmt werden. Es sei jedoch
angemerkt, dass in Referenz [Sch06] die erfolgreiche Anwendung in Simulation
und Experiment fiir sehr kleine Werte des Haftreibungsparameters berichtet wird.
Im Unterschied zur hier untersuchten Variante wird darin eine Anpassung des Pa-
rameters 1 wiahrend der Optimierung durchgefiihrt, jedoch nicht néher erldutert.

In [WSHO04| wird auf eine Moglichkeit zur Vermeidung numerischer Schwierig-
keiten eingegangen. Dabei wird die iibliche Vorgehensweise, ausgehend vom An-
fangswert in positive Zeitrichtung zu integrieren, ergénzt durch eine von der Ziel-
ruhelage ausgehende Integration in negative Zeitrichtung. Diese Herangehensweise
wurde zwar in die Untersuchungen der in diesem Abschnitt vorgestellten Methode
nicht einbezogen, jedoch wird sich in Kapitel 5 die u.a. dadurch inspirierte Umkehr
der Integrationsrichtung als niitzliches Hilfsmittel erweisen.

3.4 Trajektorienbestimmung durch Losung einer
Randwertaufgabe

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels soll noch eine weitere Moglichkeit betrachtet
werden, Trajektorien fiir einen Arbeitspunktwechsel des unteraktuierten Manipula-
tors zu bestimmen. Die Uberfithrung des Systems von der Startruhelage in die Ziel-
ruhelage wird dabei als Zwei-Punkt-Randwertaufgabe mit freien Parametern auf-
gefasst. Diese Herangehensweise wurde in den Referenzen |[GHZ05, GTZ05, GZ06|
an verschiedenen Beispielsystemen erldutert und soll im folgenden auf in dieser
Arbeit behandelte System angewendet werden.

Ausgangspunkt ist die kollokierte partielle Linearisierung des Modells, wie sie
in Gleichung (52) vorliegt. Die Randbedingungen sind durch die als gegeben ange-
nommen Ruhelagen am Anfang und am Ende, % := x(0) und * := x(7), festgelegt.
Die Mandéverdauer 7 ist dabei ein Verfahrensparameter und kann ebenfalls als ge-
geben vorausgesetzt werden. Ziel ist es nun, v(t) derart zu bestimmen, dass die
resultierende Trajektorie x(t) die Randbedingungen erfiillt. Weil der Eingang ver-
schwinden muss, damit das System in einer Ruhelage verbleibt, ist automatisch
bekannt, dass

v(t) =0 fiir t € R\[0, 7] (72)

gelten muss. Um das Finden eines geeigneten Eingangsverlaufes auf ein Problem
endlicher Dimension zu reduzieren, wird fiir v(¢) im Intervall [0, 7] ein Ansatz
gemacht, welcher N freie Parameter enthélt.
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Der Referenz |[GTZ05| folgend, wird die Konstruktion

v(t) = a(t) fiir t € [0, 7] mit (73)
at) = ’;ak It —cel®, e (0,7)VEke{l,2, .. N} (74)

0 ()

benutzt, wobei die ¢, verschieden von einander seien:
k=0 =k=I1firkle{l,2,..., N} (75)

Gleichung (74) ist eine kompakte Darstellung fiir eine Abschnittsweise durch ku-
bische Polynome beschriebene Funktion mit stetiger erster und zweiter Ableitung
an den durch die Verfahrensparameter ¢, festgelegten Ubergangsstellen. Es han-
delt sich also um einen sogenannten Spline-Ansatz. Die Koeffizienten ay bilden die
freien Parameter des Ansatzes. Um die mindestens bendtigte Anzahl N dieser frei-
en Parameter zu bestimmen, muss die Anzahl der Bedingungen an die Bewegung
ausgewertet werden: Fiir die vier Zustandsgréfen ergibt sich am Anfang und am
Ende des Manévers je eine Randbedingung. Um diese erfiillen zu konnen, werden
mindestens vier freie Parameter bendtigt. Stellt man zusétzlich die Forderung nach
Stetigkeit des Eingangssignals auf, ergibt sich je eine weitere Bedingung zu den
Zeitpunkten ¢ = 0 und ¢ = 7, sodass insgesamt N = 6 gefolgert werden kann, wenn
gleichzeitig ein unterbestimmtes Problem durch zu viele freie Parameter vermieden
werden soll.

Die zwischen diesen sechs Parametern bestehenden Abhingigkeiten kénnen
zum Teil analytisch aufgelost werden, sodass sich die Anzahl der numerisch zu
bestimmenden Werte verringert. Damit das Eingangssignal, wie gefordert, keine
Spriinge aufweist, muss

a(0) = a(r) =0 (76)

gelten. Schreibt man weiterhin die bestimmten Integrale der in Gleichung 74 ein-
gefithrten Funktionen 60 (¢) als

Ok ::/ O (t)dt und (77a)
0

O = /0 ' /O ' (t)ded, (77b)

. . N N A ! .
so lisst sich wegen > " a0 = 922 = 0 und >, , 410, = Yz; das lineare
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Gleichungssystem
01 (0) 02(0) 86(0) ai 0
01(7') 02(7‘) 96(7') a2 il 0
@1 @2 @6 ag de'l

aufstellen. Mit einer einfachen Umformung gewinnt man daraus die Beziehung

as

Ay o

as -

Qe

05(0) 04(0) 05(0) 06(0) \ " [/ O 01(0) 02(0)

04(7) O3(7) Os(1) 0Os(7) 0 01(r) Oa(7) a

@3 @4 @5 66 0 N @1 @2 ( a9 ) ’
ég é4 65 (;)6 dl’l él ég

(79)

die eine explizite Bestimmung von vier der sechs freien Parameter in Abhéngigkeit
von zwei verbleibenden Unbekannten ermdglicht. Vom numerischen Algorithmus
zur Losung der Randwertaufgabe miissen also lediglich a; und as ermittelt werden.

Die numerische Lésung des Randwertproblems mit freien Parametern wurde in den
oben angegebenen Referenzen mittels der MATLAB-Funktion bvp4c durchgefiihrt,
welche auch im Rahmen dieser Arbeit verwendet wurde. Dabei handelt es sich um
ein sogenanntes Kollokationsverfahren [SKR00|. Da das linearisierte Teilsystem
durch den Ansatz (78) seine Randbedingungen automatisch erfiillt, muss fiir die
numerische Ldsung nur das von x3 und x4 gebildete Teilsystem beriicksichtigt
werden. Als notwendigerweise anzugebende Start-Schitzung wurde eine lineare
Interpolation zwischen den vorgegebenen Randwerten angesetzt, was im Fall von
x4 die Nullfunktion bedeutet.

Ergebnis der Untersuchungen ist, dass stets eine Losung ermittelt werden konn-
te. Dazu ist es allerdings notwendig dem Losungsalgorithmus eine Funktion zur
analytischen Berechnung der Jacobi-Matrix bereitzustellen. Andernfalls, d. h. wenn
diese Matrix durch den Algorithmus mittels eines Differenzenverfahrens approxi-
miert werden muss, kann es Kombinationen von Randwerten und Verfahrenspara-
metern geben, in denen bvp4c den Losungsvorgang abbricht. Auch mit der Bereit-
stellung der analytischen Jacobi-Matrix, haben die fiir 7 und ¢y, ..., cy gewéhlten
Werte, sehr grofsen Einfluss auf die Rechenzeit.
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Abbildung 8: Mittels RWA-Ansatz bestimmte Losung der Bewegungsgleichungen zur
Uberfiihrung von *x = (0,0,0.47,0)7 nach & = (0.27,0,0.27,0)”. Die Manéverdauer
wurde mit 7 = 1.8s vorgegeben. Die Ubergangsstellen wurden gleichmiifig verteilt im
Intervall gewdhlt: ¢, := NLHT.

Abbildung 8 zeigt exemplarisch den Verlauf der Zustandsgréfsen fiir eine mit
dem beschriebenen Ansatz erhaltene numerische Losung der Bewegungsgleichun-
gen zur Uberfiihrung von % = (0,0, 0.47,0)” nach % = (0.27,0,0.27,0)”. Fiir den
Tragheitsparameter des Modells wurde n = 0.9 verwendet.
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4 Analyse des Regelungssystems

4.1 Klassifizierung regelungstechnischer Problemstellungen

Wie sich in Abschnitt 3.1 gezeigt hat, ist die in der Literatur dominierende Re-
gelungsaufgabe im Zusammenhang mit dem betrachteten Manipulatormodell, der
Wechsel von einer vorgegebenen Ruhelage in eine andere. Hintergrund ist sicher,
dass dies fiir vollstandig aktuierte Manipulatoren eine Basisaufgabe ist, da in der
Robotik sehr viele Anwendungen auf einem Positionswechsel des Endeffektors auf-
bauen. Fiir den unteraktuierten Manipulator stellt sie gewissermafen eine Mess-
latte dar.

Neben dem Ubergang von einer Ruhelage in eine andere kann man jedoch noch
eine Reihe weiterer grundlegender regelungstechnischer Zielstellungen formulieren,
welche unter Umstinden einfacher zu erreichen sind. Ein solches Ziel lisst sich
durch den Typ der Einschrankungen an die Komponenten des Anfangszustandes
* und des Endzustandes * beschreiben. Fiir jede der jeweils vier Komponenten
kann man die folgenden Einschrankungen festlegen.

e 0: Vorgabe des konkreten Wertes 0,

e V: Vorgabe eines beliebigen konkreten Wertes'?,
o I: Vorgabe eines Intervalls,

o F: Frei, d. h. keine Vorgabe.

Als weitere Einschrinkung werde gefordert, dass sowohl der Systemeingang, als
auch alle Zustandsgrofen begrenzt bleiben. Eine Regelungsaufgabe kann nun for-
mal als Zuordnung von zwei Vier-Tupeln dieser Einschrinkungen aufgefasst wer-
den. Damit lasst sich zum Beispiel der Wechsel von einer Ruhelage in eine andere
durch den Aufgabentyp (F,0,F,0)—(V,0,V,0) kennzeichnen. Die globale Stabilisie-
rung einer Ruhelage wire dann die Verallgemeinerung dieser Problemstellung zu
(F,FF,F)—(V,0,V,0).

Mit der Notation lassen sich auch Regelungsziele formulieren, deren Endzu-
stand keine Ruhelage des Systems ist. Auch solche Zustédnde konnen interessant
sein, beispielsweise als Zwischenschritt bei der Erfiillung einer iibergeordneten Re-
gelungsaufgabe. Tabelle 4 zeigt, welche Aufgaben die in Abschnitt 3.1 vorgestellten
Ansétze im Einzelnen behandeln und in welche Teilschritte das Gesamtproblem
dafiir ggf. untergliedert wird.

4Fiir die Geschwindigkeiten x5 und z4 werden hier Werte verschieden von 0 gefordert, um
eine Abgrenzung der Ruhelagen von allgemeinen Systemzusténden zu erreichen.
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Ansatz | Aufgabentyp

|AT91| Phase 1: (F,0,F,0)—(F,F,V.,0); Phase 2: (F,F,V,0)—(V,0,V,0)
[ON91] | (F,F,F.F)=(V,0.F,0)

[SKNO6] | Phase 1: (F,F,F,F)—(V,0,F,F); Phase 2: (V,0,F,F)—(L0,L,0)
[BXO6] | Phase 1: (F,F,F,F)—(F,F,V,0); Phase 2: (F,F,V,0)—=(V,0,V,0)
[CMO97[" | Phase 1z (F,0,F,0)—(V,0,F,F); Phase 2: (V,0,F,F)—(V,0,L1);
Phase 3: (V,0,1,)—(V,0,V,0)

[MBS98]* | Regler 1: (F,F,F,F)—(F,F,V,0); Regler 2: (F,F,F,F)—(V,0,V,0)
[SHOO] (F,0,F,0)—(V,0,V,0)

IMRBO06| | Phase 1.1: (F,0,F,0)—(F,F,V,0); Phase 1.2: (F,F,V,0)—(F,0,V,0);
Phase 2: (F,0,V,0)—(V,0,V,0)

Tabelle 4: Zuordnung der Regelungsaufgaben zu den in Abschnitt 3.1 vorgestellten
Ansitzen. Bemerkungen: *: In Abschnitt 3.2 wurden die drei Phasen als, Ausrichtungs-
Ubergangs- und Kontraktionsphase bezeichnet. #: Zwischen beiden Reglern wird nach
Bedarf umgeschalten. Bei Regler 2 ist die Bremse aktiviert.

Nachdem diese Formalisierung von Regelungsaufgaben bzw. Klassen von Mang-
vern eingefiihrt wurde, widmen sich die folgenden Unterabschnitte wieder direkt
dem Regelungssystem um Eigenschaften und Zusammenhéinge herauszuarbeiten,
welche sich bei der Suche nach Ansétzen zur Losung einiger der vorgestellten Auf-
gaben als niitzlich erweisen kénnten.

4.2 Erhaltungsgrofien

Zur Untersuchung mechanischer Systeme werden oft Erhaltungsgréffen herange-
zogen. Das sind Gréfsen die von den sich zeitlich dndernden Komponenten des
Systemzustands funktionell abhéngen, dabei aber mit fortschreitender Zeit selbst
konstant bleiben und mithin nur von den Anfangsbedingungen festgelegt werden
[Nol04, Abschnitt 1.4]. Aus physikalischer Sicht wird ihre Existenz durch Erhal-
tungssitze begriindet, wobei der Energie- und der Impuls bzw. Drehimpulserhal-
tungsatz hierfiir Standardbeispiele sind.

Aus mathematischer Sicht ist eine Erhaltungsgréfe ein sogenanntes erstes Inte-
gral. Eine derartige Grofse wird als differenzierbare Funktion des Systemzustands,
welche entlang einer jeden Losung konstant ist, definiert [Arn01, Abschnitt 7.6].
Deshalb gehért jede Losung der System-DGL zu einer einzigen Niveaumenge die-
ser Funktion. Gelingt es, derartige Grofen zu finden, erleichtern sie Verstdndnis
der Systemdynamik deutlich. Fiir allgemeine Differentialgleichungssysteme ist die
Existenz von ersten Integralen jedoch keineswegs gesichert, wenn man von kon-
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stanten und damit trivialen Fillen absieht.

Es liegt auf der Hand, dass das Konzept der Erhaltungsgrofen bei Systemen,
die von auflen beeinflusst werden, nur dann Sinn ergibt, wenn das Eingangssignal
entweder bekannt ist oder sich aus den Zustandsgrofen ergibt. Somit kann man
das System als trotzdem autonom auffassen.

Wir wollen nun konkret Grofsen suchen, die erhalten bleiben, wenn der Sys-
temeingang identisch verschwindet. Es ist klar, dass die Definition des Eingangs
einen erheblichen Einfluss auf die Natur dieser ersten Integrale hat. Ausgehend
vom urspriinglichen Modell (18), in dem der Systemeingang u durch das Drehmo-
ment im Schultergelenk gebildet wurde, haben wir durch die Gleichungssysteme
(52) und (37) zwei andere mathematische Beschreibungen des Manipulators ein-
gefiihrt. In diesen Modellen wird die Winkelbeschleunigung des Schulter- bzw. des
Ellenbogengelenks als Eingangsgrofe v bzw. vy aufgefasst. Im Folgenden werden
fiir jede dieser drei Darstellungen Erhaltungsgrofen gesucht.

4.2.1 Eingang: Schultermoment u

Wird das Schulterdrehmoment mit u = 0 vorgegeben, so liegt im physikalischen
Sinne ein abgeschlossenes System vor. Fiir dieses gelten die Erhaltungssitze fiir
Energie H und Drehimpuls p;. Um dies auch an unserem konkreten Modell zu
erkennen, betrachten wir diese beiden Grofen niher:

1 . . . . .
H=T= §(M1Qf + Ms(1 + G2)* + 2Ms cos gadi (¢1 + Ga)), (80)
oT . ) ) )
p1 = % = (M + Ms)G1 + Mage + Msjcos q2(2¢1 + o), (81)
1

Bei der HAMILTONschen Formulierung der Bewegungsgleichung in Abschnitt 2.3
haben wir in Gleichung (23) gesehen, dass die Zeitableitung des Impulses p; gerade
das Eingangsdrehmoment u ist. Mithin ist p; bei verschwindendem Eingang eine
Erhaltungsgrofse.

Die Zeitableitung der Energie zu bestimmen, ist im Vergleich dazu aufwendiger,
auch wenn wir dabei letztlich einen iiberschaubaren und aussagekréftigen Term
erhalten. Zunéchst schreiben wir die Energie, unter Nutzung der Beziehung (22) in
einer gemischten Darstellung an, welche die verallgemeinerten Geschwindigkeiten
und die verallgemeinerten Impulse enthalt:

1. 1. - 1,
T = QqTMq = §qTMM 'p= §qu, (82)

Dies erspart uns im folgenden Schritt die direkte Zeitableitung der Massenmatrix,
denn wir erhalten

T = §(Q1p1 + G1p1 + Gipa + Gop2)- (83)
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In diesem Ausdruck werden wir die Impulse und ihre Ableitungen nun wieder
schrittweise eliminieren. Wir beginnen mit dem letzten Summanden und erinnern
uns der kanonischen Gleichung (20b), und der Ubereinstimmung von H und 7"

Gopo = Qz(—g—H) = 42(—0—T) = Mysings (i + 162 do. (84)
a2 g2
Nun wenden wir uns dem ersten und dritten Summanden zu. Gleichung (21) kann
genutzt werden, um die Impulse zu ersetzen und die Bewegungsgleichung (15), um
die Winkelbeschleunigungen zu substituieren. Dann bietet sich ein Ubergang in
der Notation zu den Zustandsgréfsen an, um mittels C(x) und Gleichung (14) zu
folgern:

Gip1 + Gopa = (g, 74)p = (M (u— C(x)))"M ( T2 )

= LU — (Cl (X)xg -+ CQ(X)ZL’4)

= Zou — M3 sin x3(x3 + 2914)24. (85)

Nun ist das Ergebnis offensichtlich, denn p; = u hatten wir oben bereits erkannt.
Fiir die zeitliche Anderung der Energie gilt also

T = %(mgu — M3 sin 23(23 + 2904) T4 + Tou+ My sin w3(25 +2974)74) = Tou. (86)
Dieses Ergebnis entspricht der Erwartung, denn das Produkt aus Drehmoment und
Drehzahl im Oberarm ist gerade die mechanische Leistung, welche vom Antrieb an
das System iibertragen wird. Dass die Energie eine Erhaltungsgrofe ist, wenn das
Moment und mit ihm die zugefiihrte Leistung gleich null wird, ist nunmehr eine
triviale Feststellung.

An dem Ausdruck ldsst sich noch eine weitere Eigenschaft des Systems ablesen:
Gilt zo = 0, dann kann die Energie des Systems nicht beeinflusst werden. Insbe-
sondere ist dies wichtig, wenn der Manipulator in eine Ruhelage gesteuert werden
soll. Dann namlich muss ihm alle Energie entzogen werden, was aber nur gelingt,
solange x5 # 0 ist.

4.2.2 Eingang: Schulterbeschleunigung v

Wir betrachten nun das partiell linearisierte System aus dem Fall a) bei welchem
wir durch die Zustandsriickfithrung (50) einen neuen Eingang v so eingefiihrt hat-
ten, dass er genau der Winkelbeschleunigung im Oberarm entspricht. Durch diese
Riickfithrung gilt aber im Allgemeinen bei verschwindendem v nicht, dass v eben-
falls verschwindet. Die physikalisch motivierten Erhaltungsgrofsen Drehimpuls und
Energie, sind also unter der Bedingung v = 0 keine mehr. Stattdessen werden wir
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zwei andere angeben konnen. Ein sehr einfach zu erkennendes erstes Integral ist
die Oberarmgeschwindigkeit x,. Sie bleibt konstant, wenn die zugehorige Beschleu-
nigung identisch verschwindet. Eine zweiten Erhaltungsgrofe lasst sich durch die
Betrachtung des verbleibenden Systems finden. Bei v = 0 vereinfacht sich die
interne Dynamik zu

T3\ Ty
( Zt'4 ) o ( —T]SiIll’goIg ) ' (87)

Schreiben wir diese Beziehung als DGL zweiter Ordnung in eine Zeile,
iy = @3 = —n 5 sin a3, (88)

dann erkennen wir die Bewegungsgleichung des ebenen mathematischen Pendels.
Wenn der Oberarm mit konstanter Winkelgeschwindigkeit rotiert, verhilt sich der
Unterarm in einem sich mit z; drehenden Koordinatensystem offensichtlich wie
ein ebenes Pendel unter dem Einfluss der Gravitation.

Das Pendel ist in der Literatur ein gern aufgegriffenes Beispiel fiir ein nichtli-
neares dynamisches System!®. Nicht zuletzt wird es deshalb gern untersucht, weil,
zumindest im reibungsfreien Fall, ein einfaches erstes Integral existiert: die Sum-
me aus potentieller und kinetischer Energie der pendelnden Masse. Wir konnen
deshalb eine zu dieser Energie analoge Grofe, die wir V nennen, konstruieren,

~ 1

Vo= §xi +1%5(1 — cos z3), (89)
und uns von ihrer zeitlichen Invarianz iiberzeugen:

< 8‘7 8‘7 . 2

V= o, + 8_3:4(_77 sin z3 %)

= (nsinx3 0353):154 + z4(—nsinx; %;) = 0. (90)

Diese Analogie zum ebenen Pendel wird in Kapitel 5 zum besseren Verstandnis
des Systemverhaltens beitragen.
4.2.3 Eingang: Ellenbogenbeschleunigung v

Nun wenden wir uns noch der in Abschnitt 2.5.1 untersuchten nicht-kollokierten
Linearisierung zu. Bei dieser wurde der neue Eingang v, so eingefiihrt, dass er

15 Tatsichlich ist das Phasenportrit des Pendels auf den Umschlagseiten der beiden in dieser
Arbeit referenzierten Werke iiber gewthnliche Differentialgleichungen, [Arn01, Aul04], abgebil-
det, was fiir die Bedeutung dieses Systems spricht.
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gerade der Winkelbeschleunigung im Ellenbogengelenk, &4, entspricht. Die dafiir
notwendige Riickfiihrung (35) verhindert abermals die Giiltigkeit der Energie- und
Drehimpulserhaltung. Andererseits liegt mit x4 ein erstes Integral wieder auf der
Hand.

Fiir die verbleibende Dynamik haben wir im genannten Abschnitt mit Glei-
chung (45) bereits eine explizite Losung hergeleitet. Diese kann umgeformt wer-
den, sodass man daraus ein zeitabhéngiges erstes Integral erhélt [Arn01, Abschnitt
2.7.7]. Neue Erkenntnisse lassen sich daraus jedoch nicht gewinnen, da wir die Lo-
sung der DGL bereits kennen.

4.3 Symmetrie

In diesem Abschnitt werden die Symmetrie-Eigenschaften der Bewegungsgleichun-
gen untersucht und die sich daraus ergebenden Konsequenzen aufgezeigt. Das nach
Variante a) partiell linearisierte Modell (52)

i) 0
X = 0 + L v =:f(x)+ g(x)v
Ty 0 '
—n sin w373 —(1 + ncosxs)

weist eine Symmetrie auf:
f(—x) = —f(x), (91a)
g(—x) = g(x). (91b)

Damit lasst sich zeigen, dass folgende Aussage gilt: Wenn fiir ¢t € [0, 7] der
Eingangsverlauf v(t) den Zustand % := x(0) in den Zustand * := x(7) {iberfiihrt,

dann wird der Zustand —* durch den Verlauf #(t) := —v(t) in den Zustand —¥
iiberfiithrt. Es gilt also zu zeigen, dass der Ansatz
x(t) == —x(t), (92a)
0(t) == —v(t) (92b)

den Systemdifferentialgleichungen geniigt.
Leitet man diesen Ansatz nach der Zeit ab, erhélt man:

x(t) = —x(t) = ~£(x(1)) — g(x(t)v(t) = £(—x(t)) + g(—x(t))(~v(t)), (93)

wobei wir im letzten Schritt die Symmetrie (91) von f und g ausgenutzt haben.
Nun kénnen wir mit dem Ansatz (92) X und 0 auch auf der rechten Seite einsetzen
und erhalten

x(t) = £(—x(t)) + g(=x(1))(—v(t)) = £(x(1)) + g(X(1))3(t), (94)
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also nichts anderes als die Systemdifferentialgleichungen, womit die Giiltigkeit der
Behauptung gezeigt ist.

Dariiber hinaus weist das Modell (52) noch eine weitere Symmetrie auf. Um
diese geeignet formulieren zu konnen, fiihren wir den Vorzeichen-Operator I;; €
R**% ein, dessen Anwendung auf einen Vektor bewirkt, dass dessen i-te und j-te
Komponente das Vorzeichen wechselt. In Matrixschreibweise gilt also speziell

-1 0 00
= 01 00
Lis = 00 —-10 (95)
00 01
Damit lésst sich die zweite Symmetrie einfach notieren:
f(113X) = —ilgf(X), (96a)
g(113X) = g(X) (96b)

Auf dieser Basis kdnnen wir nun eine weitere interessante Eigenschaft formu-
lieren, die sich in der folgenden Behauptung niederschlagt: Wenn fiir ¢ € [0, 7| der
Eingangsverlauf v(¢) den Zustand * := x(0) in den Zustand % := x(7) {iberfiihrt,
dann wird der Zustand I 3% durch den Verlauf #(t) := —v(7 — t) in den Zustand
I,5% iiberfiihrt.

Um dies zu zeigen, gehen wir vom Ansatz

(t) = 113X<T — t) (97&)
(t) := —v(r — 1) (97b)

M

(o4t

aus, den wir zunichst wieder nach der Zeit ableiten:
x(t) = ~Lia(£(x(m = 1)) + g(x(1 — t))o(T = 1)). (98)

Nun koénnen wir die Symmetrie nutzen, um den Vorzeichenoperator in das Argu-
ment von f hineinzuziehen. Die Anwendung von I3 auf g bleibt ohne Wirkung, da
bei dieser Funktion nur die zweite und vierte Komponente von Null verschieden
ist. Wir fiihren die Uberlegung weiter und erhalten mit
x(t) = f(Lisx(7 — 1)) + g(Lisx(7 — 1)) (—v(7 — 1))
—_—— ~ ~

s\

%(t) 5:(?) o(t)

= f(x(t)) + g(x(t))0() (99)

die Systemdifferentialgleichungen, was die Richtigkeit der Behauptung belegt.
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Die durch die Beziehung (97) gegebene Tatsache, ldsst sich verbal in etwa durch
,2Umkehrung der Zeitrichtung entspricht Umkehrung der Vorzeichen der Gelenk-
winkel und der Oberarmbeschleunigung.” wiedergeben.

Diese beiden Eigenschaften fiir die Ubertragbarkeit von Lisungen werden im Ab-
schnitt 5.2 noch weiter spezialisiert und dem dort behandelten Teilsystem an-
gepasst. Dadurch wird es moglich sein die Planung der Ruhelageniiberfiihrung
deutlich zu vereinfachen.

4.4 Phasenebene und Zustandstransformation

In diesem Abschnitt wird die Dynamik des Manipulatormodells auf Basis der par-
tiell linearisierten Darstellung (52) zunéchst in der von den Zustandsgrofen o und
x4, aufgespannten Ebene diskutiert. Darauf aufbauend wird eine Zustandstransfor-
mation in Normalform durchgefiihrt und die sich daraus ergebenden Konsequenzen
analysiert.

4.4.1 Projektion in die z9-z4-Ebene

Der Koordinatenursprung der zo-z4-Ebene stellt offensichtlich die mit ¢ X be-
zeichnete Menge aller Ruhelagen dar, da in ihm beide Winkelgeschwindigkeiten
verschwinden. Nach Gleichung (52) ergibt sich speziell fiir x5 und z4 die folgende
Beziehung:

To \ 0 1 B
( Ty ) B ( —nsin x373 ) + ( —(1+ncosxs) )U = d(x) + gas(x)v

N

::(O,d(xg,?cg))T::d(x) =:(1, k(z3))T=:g24(x)
(100)
mit d(zq, z3) := —7nsinxs23 und k(z3) := —(1 + 1 cosxs). (101)

Der Vektor d bzw. dessen Komponente d kann nach Referenz [LMO97| auch als
,Drift bezeichnet werden. Den eingangsabhingigen Teil der Dynamik bildet der
Vektor go4v. In dieser Darstellung erkennt man insbesondere, dass durch den Ein-
gang beide Winkelbeschleunigungen in einem Verhéltnis beeinflusst werden, wel-
ches durch k gegeben ist. Eine durch

xy = k(x3)re = —(1 + ncosxs)ry (102)

gegebene Gerade lisst sich vor diesem Hintergrund als , Eingangs-Wirkungs-Gera-
de* bezeichnen. Diese Gerade verlauft durch den Ursprung der xs-x4-Ebene und
hat die Eigenschaft, dass der Vektor g4, der die Wirkungsrichtung des Eingangs
festlegt, stets parallel zu ihr liegt.

40



4.4 Phasenebene und Zustandstransformation 4 ANALYSE

Da auf der gesamten x4-Achse d(z3,x2) = 0 gilt, ist es ausgeschlossen, dass
das System allein durch die Wirkung der Drift eine Ruhelage erreicht. Da ferner
der Betrag von d iiberall in der Ndhe des Ursprungs sehr klein ist, spielt die Ein-
gangs-Wirkungs-Gerade beim Abbremsen des Manipulators in eine Ruhelage eine
besondere Rolle. In Abbildung 9 sind die beschriebenen Zusammenhénge fiir einen
bestimmten Zustand % dargestellt.

d 4z
\g24
\)\
K
T4
'
Abbildung 9: Lage der ,Eingangs-Wirkungs-Gerade“ mit dem Anstieg kK = —(1 +

ncosxy) in der zo-z4-Ebene. Die Wirkungsrichtung des Eingangs verlauft parallel zu ihr.
Die z4-Komponente des Abstandes vom aktuellen Zustand x zu dieser Geraden sei mit
A bezeichnet. Die Wirkungsrichtung und die xs-abhéngige Intensitdt des Driftvektors d
wird durch die grauen Doppelpfeile angedeutet.

Der Anstieg x der Eingangs-Wirkungs-Geraden &ndert sich nach Gleichung
(102) offensichtlich mit x5, was die Beschreibung einer Trajektorie in den Ursprung
schwierig macht. Dieses Problem wird im Folgenden angegangen.

4.4.2 Zustandstransformation in Byrnes-Isidori-Normalform

Der Nachteil an der bisher betrachten Systemdarstellung ist, dass der FEingang v
im linearisierten Teilsystem und im verbleibenden Teilsystem auftritt. Dies kann
umgangen werden, wenn statt der Ellenbogenwinkelgeschwindigkeit z,4 eine andere
Zustandsgrofe betrachtet wird, deren Zeitableitung unabhéngig von v ist, wenn
also eine Beschreibung in Normalform vorliegt. Die in Abbildung 9 eingefiihrte
x4-Komponente des Abstandes von der Eingangs-Wirkungs-Geraden, welche mit
A bezeichnet wurde, erfiillt die notwendigen Anforderungen: Diese Gréfse kann
durch die Beziehung

=1y — Kxy = x4 + (1 + ncoszz)xs (103)
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ausgedriickt werden, die sich beziiglich x4 stets eindeutig umkehren lésst:
Ty = A— (1 + 7] COS l’g)ﬂ?g. (104)
Auferdem ist ihre Zeitableitung unabhingig von v:
\ =iy, — nrarysinzs + (1 + ncosws)v
= —nassinws — (1 + ncosx3)v — Nrawysin s + (1 + 1 cosxs)v
= — nre(xe + z4) sin s
= — nxe sin x3(\ — Nro cOS 3). (105)

Ersetzt man in den partiell linearisierten Bewegungsgleichungen (52) x4 und i,
durch die in den Gleichungen (104) und (105) gegeben Zusammenhénge, resultiert
daraus die Normalform

1"1 T2 0
Ty | 0 1
Ty | A — (1 +ncoszs)xs o | v (106)
A —nxgsin x3(A — Ny cos r3) 0

In Referenz [Olf01] wird ausfiihrlich auf Normalformen unteraktuierter Systeme
eingegangen. Nach der dort vorgenommenen Einteilung handelt es sich bei (106)
um eine spezielle Byrnes-Isidori-Normalform, die als ,,Nicht-Dreiecksnormalform®
(ynontriangular normal form*) bezeichnet wird. Unter bestimmten Voraussetzun-
gen wird in der Quelle basierend auf der Normalform ein Reglerentwurf mittels
der ,Backstepping“-Methode durchgefiihrt. Jedoch gelten die dafiir notwendigen
Annahmen fiir das hier betrachtete System nicht.

Fiir eine einfachere Notation werden ein neuer Zustandsvektor z und ein neuer
Drift-Term D wie folgt eingefiihrt:

z = (11,22,23,\)" € RY, (107)
D(z) :=\ = —naysin x3(\ — nay cos 3). (108)

Im Folgenden wird die Systemdynamik ausfiihrlich in der zo-A-Ebene betrach-
tet. Die Vorteile dieser Darstellung liegen auf der Hand: Die Wirkungsrichtung
des Eingangs dndert sich nun nicht mehr, sondern ist fiir alle Konfigurationen die
Horizontale. Somit féllt die Eingangs-Wirkungs-Gerade immer mit der xo-Achse
zusammen. Andererseits weist das System auch in transformierten Koordinaten in
xo-Richtung keine Drift auf. Die Wirkung des Eingangs und der Drift, sind mithin
orthogonal, was das Verstindnis der Bewegungen erleichtert. Da bei x5 = 0 stets
A = x4 gilt, liegen auch in der z5-A-Ebene alle Ruhelagen im Koordinatenursprung.
Abbildung 10 stellt die Uberlegungen graphisch dar.
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A
T4= 0
D
24
/ P 7) COS xﬁ
T2

©-R

Abbildung 10: Systemdynamik in der x2-A-Ebene. Die Eingangs-Wirkungs-Gerade ist
durch A = 0 gegeben und liegt somit auf der Abszisse. Der Driftvektor D := (0, D(Z))”
ist zustandsabhingig, liegt aber immer parallel zur A-Achse. Weiterhin gilt g4 := (1, 0)7.
Die graue Linie stellt die ,Nulldriftgerade“ dar; auf ihr gilt D = 0. Die strichlierte Linie
markiert die Gerade, auf der x4 = 0 gilt.

4.4.3 Sektoranalyse in der z,-A-Ebene

Im Folgenden soll durch die Betrachtung des Vorzeichens von D(z) die xo-A-Ebene
in verschiedene Zonen aufgeteilt werden. Dies wird es uns in Abschnitt 5 ermogli-
chen potentielle Losungsansétze strukturiert zu diskutieren.

Aus Gleichung (108) kann man leicht

sign(D(z)) = —sign(xzq)sign(sin x3)sign((A — nry cos z3)) (109)

ablesen und damit die zo-A-Ebene je nach Vorzeichen von D in Sektoren aufteilen.
Fiir festes z3 bilden dabei die A-Achse sowie die Gerade A = 7 cos x3 x5 die Grenzen
dieser Sektoren. Fiir letztere bietet sich die Bezeichnung , Nulldriftgerade” an, weil
auf ihr D = 0 gilt.

Um die Systemdynamik weiter zu untersuchen, fithren wir die Hilfsgrofe

o(z) := —sign(\)sign(D(z)) (110)

ein. Somit lasst sich der Fall, dass das System sich in Richtung der Eingangs-
Wirkungs-Gerade bewegt durch ¢ = +1 kennzeichnen, und der entgegengesetzte
Fall entsprechend durch ¢ = —1. Betrachtet man nun den Wert von o(z) als
ausschlaggebend fiir die Festlegung der Sektoren, dann nimmt die xo-Achse die
Rolle einer weiteren Sektorgrenze zusétzlich zu den oben bereits identifizierten
ein.

Fiir jedes x3, mit Ausnahme ganzzahliger Vielfacher von 7 gibt es damit sechs
Sektoren, die sich auf die vier Quadranten aufteilen, wobei zwei von ihnen jeweils
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A\ A\
+ |D D -
‘D - + |D
D — + |D -
+ 1D e D — @
+ 1D /D -
/D - + D
(a) 3 € (0, 57) (b) 23 € (37, )
A )\ A\
D+ - D
- ibD D+
- D % /D +
tD + 22— |D T
‘D + - D
- D D+
(c) @3 € (m,3m) (d) z3 € (3m,2m)

Abbildung 11: Einteilung der x2-A-Ebene in sechs Sektoren je nach der durch o aus-
gedriickten Drift-Eigenschaften beziiglich der auf der xs-Achse liegenden Eingangs-Wir-
kungs-Geraden. In den drei Sektoren mit eingezeichnetem ,+“-Symbol wirkt die Drift in
Richtung dieser Geraden, in jenen mit ,-* entsprechend andersherum. Die Sektorgrenzen
werden von der x2- und der A-Achse sowie von der jeweils grau eingezeichneten Nulldrift-
geraden gebildet. Der Anstieg dieser Geraden &ndert sich nach Abbildung 10 mit x3. Die
grauen Pfeile deuten die Richtung dieser Anderung fiir wachsende x3 an.

einen ganzen Quadranten einnehmen. Aus Abbildung 11 geht die Unterteilung der
Ebene in Abhéngigkeit von x3 hervor. Qualitativ bleibt diese Aufteilung unverin-
dert, wenn z3 variiert wird, ohne dabei die angeben Intervalle zu verlassen. Fiir
T3 = %77 und x3 = %W liegt die Nulldriftgerade auf der xo-Achse, sodass es dann nur
vier Sektoren gibt. Fiir 3 = 0 und x3 = 7 verschwindet D iiberall in der Ebene,
sodass dann auch o = 0 gilt, und eine Aufteilung in Sektoren unméglich macht.
Bei der qualitativen Diskussion der Bewegungsabliufe im folgenden Kapitel treten
diese kritischen Werte wieder auf. Wie sich zeigen wird, kann mit dem vorgestellten
Ansatz keine Ruhelage erreicht werden, fiir die der Wert des Ellenbogenwinkels ein

ganzzahliges Vielfaches von 7 ist.
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Da die Eigenschaften des Systems mafgeblich von x5 abhingen, ist es niitzlich
sich dessen zeitliche Anderung auch in der z,-A-Ebene zu vergegenwirtigen. Aus
Gleichung (103) folgt fiir 24 = 0:

A = —kxy = (1 4+ ncosxs)rs. (111)

Diese Gerade, welche in Abbildung 10 als punktierte Linie eingezeichnet ist, teilt
die betrachtete Ebene in zwei Teile. Oberhalb dieser Linie ist x4 positiv und mithin
wachst x3, wihrend unterhalb das Gegenteil der Fall ist. Konstante x4-Niveaus
werden durch die Parallelen zu ihr gebildet. Die Rolle der ,,24=0-Geraden“ wird
im Laufe des folgenden Kapitels noch weiter untersucht.
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5 Heuristische Bewegungsplanung

Nachdem in den vorangegangenen Kapiteln das Manipulatorsystem und bisher
bekannte Ansitze zur Ruhelagen-Uberfiihrung untersucht worden sind, werden im
aktuellen Kapitel einige der dabei gewonnenen Erkenntnisse herangezogen, um
ein alternatives Verfahren zu skizzieren. Die im Abschnitt 4.4.2 eingefiihrte Nor-
malform (106) und die sich durch ihre Betrachtung ergebenden Vereinfachungen
werden grundlegend sein, fiir die schrittweise und heuristische!'® Herangehensweise.
Durch die Aufteilung in Teilschritte wird erreicht, dass sich Teilprobleme ergeben,
die leichter zu iiberschauen und damit leichter zu 16sen sind als die Gesamtaufgabe.

Um das Verstandnis der folgenden Abschnitte zu erleichtern sind einige Bemer-
kungen im Voraus angebracht: Als wesentliches Werkzeug zum Erzielen des ge-
wiinschten Bewegungsablaufes wird die Methode der Gleitregime-Regelung (auch
Sliding-Mode-Regelung®, engl.  sliding mode control“) verwendet, die beispiels-
weise in den Referenzen [SLI1, Kapitel 7|, [Heb95] vorgestellt wird. Die dafiir
notwendigen Gleitflichen werden durch Kurven in der xs-A\-Ebene definiert, die
sich mit einer Funktion ¢ durch

r2 = p(A) (112)

beschreiben lassen. Diese Kurve kann man als ,Schaltlinie” einer zugehorigen
Schaltfunktion

®(z) =29 — () (113)

auffassen, mit welcher sich wiederum die Gleitfliche als Teilmenge des Zustands-
raumes beschreiben lisst:

S ={zecR": ®(z) =0}. (114)

Fiir die Diskussion der Bewegung des Systems in der xo-A-Ebene werden die Be-
griffe ,Gleitfliche” und ,Schaltlinie” synonym verwendet. Um verschiedene Gleit-
flichen mit einer iibersichtlichen Notation zu referenzieren, sei vereinbart, dass sich
Indizes von ¢ auf die zugehorige Gleitfliche S iibertragen.

Im Mittelpunkt der folgenden Uberlegungen wird das Verhalten des Systems
wiahrend des durch ®(z) = 0 gegebenen Gleitregimes stehen. Die Robustheit des
Regelungskonzeptes gegeniiber Modellunsicherheiten, die oft'” im Zusammenhang
mit Gleitregime-Regelungen betrachtet wird, ist fiir die durchgefiihrten Untersu-
chungen nicht von Bedeutung. Ebenso wird das als ,Klappern (,Chattering®) be-
kannte Phdnomen nicht nidher betrachtet. Dieser fiir eine praktische Realisierung
unerwiinschte Effekt kann fiir die Simulationsuntersuchungen toleriert werden.

16 Das sich vom griechischen Wort fiir ,suchen ableitende Adjektiv wird hier im Sinne eines
intuitiven und zielgerichteten Vorgehens benutzt.
177. Bsp in den Referenzen [XO08, AE0S].
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Fiir die Durchfiihrung der numerische Integration wurde die scipy-Funktion
odeint genutzt welche ein Mehrschrittverfahren mit Schrittweitensteuerung imple-
mentiert [SCIPY]. Das Eingangssignal v wurde dabei fiir jeweils 0.001s konstant
gehalten. Fiir den Tragheitsparameter des Manipulatormodells wird im gesamten
Kapitel n = 0.9 verwendet. Die Werte der auftretenden Reglerparameter werden
bei der Einfiihrung des jeweiligen Parameters angegeben, wenn sie fiir alle durch-
gefiihrten Simulationen gleich bleiben, bzw. sind in der Beschreibung der einzelnen
Simulationsuntersuchungen enthalten, wenn sich dndern.

5.1 Gleitregime-Bremse

Voraussetzung fiir eine Uberfithrung zwischen zwei Ruhelagen ist es, die Startru-
helage verlassen und die Zielruhelage erreichen zu kénnen. Diese beiden Vorgange
stellen somit sinnvolle Kandidaten fiir das als erstes zu untersuchende Teilproblem
dar.

Da wir gesehen hatten, dass fiir eine Ruhelage in jeder Systemdarstellung der
Eingang verschwinden muss, ist das Verlassen selbiger durch ein beliebiges von Null
verschiedenes Eingangssignal moglich. Da aber unklar ist, was danach geschehen
soll, ist der Nutzen dieser Erkenntnis stark begrenzt.

Anders sieht es fiir das Bremsen aus: Zwar hatten wir in Abschnitt 4.2 festge-
stellt, dass das Erreichen einer Ruhelage schwierig sein diirfte, aber wenn es unter
bestimmten Startbedingungen geldnge, dann hitte man einerseits einen substanzi-
ellen Teil der Gesamtaufgabe gelost und andererseits ein klar definiertes Restpro-
blem geschaffen, welches die Uberfiihrung von der Startruhelage bis zum Erfiillen
der Startbedingungen fiir das Bremsen umfasste.

Wir widmen uns deshalb nun also als erstes dem Erreichen einer Gleichge-
wichtslage. Um die Uberlegungen einfacher zu gestalten, soll zunichst egal sein,
welche Stellung der Arm am Ende dieses Mandévers annimmt. Bezugnehmend auf
die Kategorisierung der moglichen Regelungsaufgaben in Abschnitt 4.1 soll mithin
(V,V,V,V)—(F,0,F,0) gelost werden. Ausgehend von einem noch zu spezifizieren-
den vorgegebenen Zustand soll dass System also in eine beliebige Ruhelage gefiihrt
werden.

Sowohl in der xo-z4-, als auch in der xy-A-Darstellung erfiillt der Koordina-
tenursprung das Regelungsziel (F,0,F,0). Aufgrund der Eingangsunabhéngigkeit
von A = D(z) ist eine qualitative Diskussion der Dynamik fiir letztere jedoch
deutlich einfacher. Fiir die folgenden Betrachtungen wird deshalb die Modelldar-
stellung in Normalform zugrunde gelegt. Aus Gleichung (108) geht hervor, dass
D(z) verschwindet fiir o — 0. Eine Gleitfliche auf der eine Bewegung in eine
Ruhelage stattfinden kann, muss also im Ursprung parallel zur xz,-Achse verlaufen.
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Fiir die Bahnkurve der Schaltlinie muss folglich gelten:

‘M = . (115)

x2=0

d\

Ruft man sich aufserdem Abbildung 11 in Erinnerung, wird klar, dass eine solche
Bahn nur in den Sektoren liegen kann, in denen o = 41 gilt und die die x,-Achse
als begrenzende Gerade besitzen. Von dieser Art gibt es fiir alle x3 mit Ausnahme
der isolierten Félle x3 € {0, 7} jeweils zwei Sektoren, wovon einer ein kompletter
Quadrant!® ist. Der andere, welcher eine dreiecksformige Gestalt hat, wird durch
die Nulldriftgerade begrenzt, die ihre Neigung und damit die Ausdehnung dieses
Sektors in Abhéngigkeit von x3 dndert. Ersterer ist deshalb die einfachere Wahl,
um in ihm eine Trajektorie in den Ursprung zu finden. Wir betrachten nun die-
sen Sektor, der nach Abbildung 11(a) fiir 3 € (0, i7) mit dem offenen vierten
Quadranten zusammenféllt. Dazu definieren wir ihn zunéchst als Teilmenge des
Zustandsraumes:

1
Y :={z € R*: x5 € (0, 57r),gcg >0, < 0}. (116)

Wenn wir das Richtungsfeld des zo-A-Teilsystems in 3; untersuchen, kénnen wir
eine qualitative Ahnlichkeit mit dem Richtungsfeld in der Phasenebene eines Dop-
pelintegrators & = © mit dem Eingang v ausmachen. Fiir dieses System lisst sich
mit dem Zustandsvektor'® (y,x)” := (&, )T die Darstellung

%(Z)Q_)/-ﬁ-@ﬂ (117)

angeben. Abbildung 12 veranschaulicht die Gemeinsamkeiten.

Fiir ein System der Form (117) wurde in Referenz [BB98| ein Gleitregime-
Regler vorgestellt??, welcher den Ursprung der z-y-Ebene in endlicher Zeit erreicht
und global stabilisiert. Beriicksichtig man die Unterschiede zwischen den beiden
Dift-Termen D(z) und y, lisst sich, wie wir im Folgenden sehen werden, auf die-
ser Basis ein Regelgesetz finden, welches unter bestimmten Startbedingungen den
Ursprung der zo-A-Ebene und damit eine Ruhelage des unteraktuierten Manipu-
latorsystems in endlicher Zeit erreicht.

18 Die Zuordnung der Quadranten mit o = +1 zu den Teilabbildungen lautet: 11(a): IV; 11(b):
I; 11(c): III; 11(d):I1.

9Die uniibliche Sortierung dient dazu, den Vergleich beider Systeme zu erleichtern.

20In Referenz [MRBO06| wurde dieser Regelalgorithmus zur Positionierung des Ellenbogenwin-
kels bereits im Zusammenhang mit dem unteraktuierten Manipulator benutzt.
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Abbildung 12: Qualitative Ahnlichkeit der Richtungsfelder. (a): Richtungsfeld des
Manipulatorsystems fiir z € 3; in der xs-A-Ebene. Es gilt wie in Abbildung 10:
D = (0,D(z))T und g24 = (1,0)T. (b): Richtungsfeld des Doppelintegrators im vier-
ten Quadranten der y-z-Ebene. Die strichlierte Kurve deutet fiir beide Systeme eine
mogliche Gleitflache an, auf der eine Bewegung in den Ursprung ablaufen konnte.

Mit der in den Gleichungen (112) und (113) eingefiihrten Notation wird nun
zunéchst eine allgemeine Riickfiihrung bestimmt, welche das System auf S stabi-
lisiert. Dazu wird fiir den Eingang

v = '\ D(z) - 7isign(d(2))| & (z)]” (118)

angesetzt, wobei fiir die beiden reellen Parameter v, > 0 und 7, € (0, 1) gelte. Die
positive Invarianz der Gleitfliche ldsst sich nun durch:

§£<I>(z)2 = O(z)d(z)
— 0 (- DY) = e@)w - ¢ N)D)
= B(z) (—si(P@)[2E)[) = —n[B* <0 (119

zeigen. Fiir alle weiteren Betrachtungen sind die konkreten Werte fiir v, und ~, we-
niger von Bedeutung, weil hauptséchlich das Verhalten wahrend des Gleitregimes
untersucht wird, was ®(z) = 0 impliziert. Fiir die durchgefiihrten Simulationen
gilt deshalb stets: vy = 10 und v, = 0.1.

Um zu erreichen, dass das System in endlicher Zeit auf der Schaltlinie in den
Ursprung ,.gleitet, miissen wir nun fiir ¢(\) einen konkreten Ansatz machen. Wir
greifen dabei, wie erwéhnt, die Herangehensweise aus [BB98| auf, wo eine Potenz-
funktion verwendet wird. Diese sei mit 1 bezeichnet und wird spater noch weitere
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Verwendung finden. Es gelte

() = B(N) = (A\|uB)?, (120)

wobei p positiv und reell sei und einen Entwurfsparameter darstellt, dessen Einfluss
wir spéter untersuchen werden?!'. Augenblicklich interessanter ist es, die Bedeutung
von 8 € R ndher zu beleuchten.

Damit die Gleitflache qualitativ der in Abbildung 12(a) eingezeichneten gleicht,
muss [ > 1 gelten. Diese Erkenntnis reicht jedoch noch nicht, um eine endliche
Erreichungszeit des Ursprungs folgern zu konnen. Erst die Betrachtung des Systems
wahrend des Gleitregimes, also wihrend ® = 0, liefert die nétigen Einblicke. Unter
dieser Bedingung gilt fiir z € >,

oY) e — LB
A= YT(m) = - (121)
V(W (@2)) = — iy (122)

Mit diesem Wissen untersuchen wir nun den aus Gleichung (118) resultierenden
Ausdruck fiir &9, indem wir D(z) aus Gleichung (108) explizit ausschreiben und
die eben erhaltenen Beziehungen einsetzen:

iy =v=¢'D=1y'D=—puPrs "’ sin(2;) — %x% sin 3. (123)

Aus diesem Zwischenergebnis konnen wir ablesen, dass &5 auf der Gleitfliche fiir
z € X streng negativ ist - eine giinstige Voraussetzung fiir das Erreichen von
29 = 0 in endlicher Zeit, allerdings noch nicht ausreichend.

Die nichste Uberlegung betrifft 23: Obwohl wir x3(t) nicht explizit kennen,
muss wegen der offenen Definition von X; stets k& > 0 derart existieren, dass

min(sin z3, sin(2z3)) > k (124)

gilt. Auf dieser Grundlage kann die Abschitzung

n
B

Ty < —;kaxg_B — Lkl < — uanzL‘g_B, (125)
=k

getroffen werden. Nun kénnen wir zum Vergleich die einfache DGL

i=—ka®?% mitk,f>0, x>0 undazg:=xz(0)>0 (126)

2l Die physikalische Dimension des Argumentes und des Funktionswertes von 1 ist jeweils
eine Winkelgeschwindigkeit. Um dies zu gewéhrleisten, muss p die Einheit s!=7 haben. Auf die
Angabe dieser Einheit wird aus Griinden der Ubersicht jedoch verzichtet.
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betrachten. Fiir § = 2 erhélt man als Losung Exponentialfunktionen. Fiir 8 # 2
lasst sich mittels Trennung der Veranderlichen fiir £ > 0 die Losung

w(t) = (f 72— (B - 2)kt)72 (127)

angeben, aus der man ablesen kann, dass x(¢t) = 0 fiir § > 2 zum Zeitpunkt
ft = 2272/((8 — 2)k), d.h. nach endlicher Zeit erreicht wird. Da die rechte Seite
von (123) fiir z € ¥ stets kleiner ist als die rechte Seite von (126), konnen wir
schlussfolgern, dass dann mit 8 > 2 auch x9 = 0 in endlicher Zeit erreicht wird.
Gleichtzeitig muss nach Gleichung (123) 8 < 3 gelten, damit v nahe des Ursprungs
begrenzt bleibt.

Analoge Uberlegungen lassen sich auch fiir die anderen Quadranten mit o = +1
aus Abbildung 11 unter Beriicksichtigung des jeweiligen Intervalls fiir x5 durch-
fithren, jeweils mit dem Ergebnis, dass § € (2, 3) gelten muss. Wie sich in Simu-
lationsversuchen gezeigt hat, spielt der konkrete Wert von ( keine grofe Rolle fiir
das Verhalten des Systems wahrend des Gleitregimes, solange er aus dem Intervall
stammt. Fiir alle weiteren Uberlegungen gelte deshalb 3 = 2.5.

Mit dem Parameter u, der die Rolle eines Skalierungsfaktors einnimmt, kann
die Lage der Schaltlinie in der Ebene stark variiert werden. Dieser Parameter hat
deshalb einen grofen Einfluss auf den Bewegungsablauf wihrend des Gleitregimes,
auf den in Abschnitt 5.6 genauer eingegangen wird.

Unter der Voraussetzung, dass z wiahrend des Regelvorgangs in J; verbleibt, kann
also der Zweigelenkmanipulator in endlicher Zeit angehalten, d.h. in einen ener-
gielosen Zustand gebracht werden. Diese Voraussetzung kann jedoch aus verschie-
denen Griinden verletzt werden. Zum einen konnen die Trajektorien, zum Beispiel
bedingt durch eine technisch begrenzte Schaltgeschwindigkeit des Reglers die Gleit-
fliche verlassen und damit eventuell auch die Sektorgrenze A = 0 {iberschreiten.
Dann gilt, wie Abbildung 11(a) zeigt, 0 = —1, sodass das System von der xo-Achse
wegdriftet, und damit den Ursprung nicht mehr erreichen kann. Zum anderen kann
selbst bei Annahme eines unendlich schnellen Reglers x3 seine untere Intervallgren-
ze unterschreiten, denn iiberall in 33 gilt 23 = x4 < 0, wie sich leicht mit Gleichung
(104) tiberpriifen ldsst. Das Erreichen des Ursprungs hiangt also von den konkreten
Werten des Anfangszustandes * ab.

Abbildung 13 veranschaulicht Simulationsergebnisse fiir ein durchfiihrbares Ab-
bremsmandver bei bestimmten Anfangsbedingungen, wihrend Abbildung 14 das
Scheitern dieses Konzeptes bei leicht verdnderten Anfangsbedingungen zeigt. Das
deutet einerseits an, dass der Gleitregime-Ansatz vielversprechend in Bezug auf
die Punkt-zu-Punkt-Bewegung des Manipulators ist, zum anderen legt es aber
auch noch Untersuchungsbedarf offen. Im néchsten Abschnitt wird deshalb allge-
mein das Verhalten des Manipulatorsystems auf Gleitflichen in der z,-A-Ebene
studiert.
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Abbildung 13: Das Erreichen des zo-A-Ursprungs mittels Sliding-Mode-Regler. (a):
Trajektorie in der xo-A-Ebene. (b): Zeitverldufe der Winkel, der -geschwindigkeiten und
des Eingangssignals. Nach ca. 0.12 s befindet sich das System im Gleitregime, und nach
knapp 1s ist die Ruhelage erreicht. Die Startbedingungen sind (*z1, *w2, *z3,*\)T =

(0,1s71,0.45m, —0.3s~ 1),
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Abbildung 14: Der Ursprung der xo-A-Ebene wird nicht erreicht. Stattdessen ergibt
sich eine periodische Bewegung auf der Gleitfliche. Aus Griinden der besseren Uber-
sicht sind in (a) nur die ersten 1.4 s der Bewegung dargestellt. Die Anfangsbedingungen
unterscheiden sich von Abbildung 13 nur beziiglich des Ellenbogenwinkels: "3 = 0.27.
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5.2 Verhalten des Systems auf Gleitflichen

In diesem Abschnitt werden einige allgemeine Eigenschaften untersucht, die auf
das System zutreffen, wenn es durch eine Riickfiihrung der Form

v =¢'(A\)D(z) — 7isign(®(z))|2(2)|™ (128)
auf einer durch ®(z) = 0 und
O(2) = z2 — () (129)

gegebenen Gleitfliche S stabilisiert wird.

Wiéhrend das System mit der Riickfithrung (128) beaufschlagt wird, kann man
zwei Félle unterscheiden: Entweder findet eine Bewegung in Richtung der Gleitfla-
che statt, wenn bedingt durch Anfangswerte ®(z) # 0 gilt?>. Oder der Systemzu-
stand erfiillt die Bedingung ®(z) = 0, das System befindet sich also im Gleitregime
und bewegt sich wegen der positiven Invarianz von S folglich auf der Gleitflache.
Die folgenden Untersuchungen konzentrieren sich auf den letzteren Fall. Dies wird
dadurch gerechtfertigt, dass die Schaltlinien fiir die schlussendliche Bewegungspla-
nung derart gestaltet werden, dass sich nennenswerte Phasen mit ®(z) # 0 nicht
ergeben — abgesehen von einem speziellen Bewegungsmuster, welches in Abschnitt
5.5 beschrieben wird.

Betrachtet sei nun das x3-A-Teilsystem, welches wiahrend des Gleitregimes der
durch

T3 =A— (L 4+ncosxs)p(N) = fu, (T3, ) (130a)
A = —np(\) sinzz(A — ne(X) cos x3) =: fr(zs, \) (130b)

gegebenen Differentialgleichung geniigt. Motiviert durch die Untersuchung der
Symmetriebedingung und der damit erkldrbaren Eigenschaften in Abschnitt 4.3
soll nun eine dhnliche Betrachtung durchgefiihrt werden, welche sich speziell auf
die Grofen z3(t) und A(¢) konzentriert. Die daraus abgeleiteten Erkenntnisse, die
sich in Form von drei Eigenschaften zusammenfassen lassen, werden in den folgen-
den Abschnitten den Aufwand zur heuristischen Konstruktion von Gleitflichen
deutlich verringern und fiir bestimmte Teilprobleme eine einfache Losung offenba-
ren.

22 Das Verlassen der Gleitfliiche, d. h.®(z) # 0, kann natiirlich auch durch Stérungen, oder
die endliche Schaltgeschwindigkeit des Reglers verursacht werden, was hier jedoch nicht niher
betrachtet wird.
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Zeitumkehr-Eigenschaft

Augenscheinlich geniigen die Funktionen f,, und f) der Symmetriebedingung
f13<—$3,>\) = fwg(fl;:},)\), (131&)
(=23, A) = = fa(xs, A). (131b)

Diese Symmetrie kann genutzt werden, um eine sich an Gleichung (97b) orientie-
rende Aussage zu zeigen: Wenn z3(t) und A(¢) fiir ¢ € [0, 7] der DGL (130) geniigen,
liefert auch

F3(t) 1= —as(T — 1) (132a)
At) := AT —t) (132b)

eine Losung der DGL fiir ¢ € [0, 7]. Differenziert man den Ansatz ndmlich nach
der Zeit, so erhélt man

?3(1&) = —d3(7 —1)(—=1) = fuy(23(7 — 1), AM(T = 1)) (133a)
/N\(t) = )\(7' —t) = —falzs(T —t), N7 — 1)), (133b)

wobei im zweiten Schritt ausgenutzt wurde, das z3(¢) und A(¢) Losungen der DGL
sind. Nun kann man die Symmetriebedingungen (131) nutzen, um die Vorzeichen
der Argumente anzupassen:

F3(t) = fos(—23(r — 1), (1 — 1)), (134a)
z3(t) )
M) = fa(—s(r — 1), N7 — 1)), (134b)
Z3(t) (t)

und dann die Grofen aus Gleichung (132) einzusetzten. Dadurch erhélt man

%S(t) = Jes (fi3<t>’ :\(t))v (1353)
A(t) = fa(@s(t), A1), (135b)

womit gezeigt ist, dass der Ansatz (132) eine Losung von (130) ist.

Diese Eigenschaft hat eine angenehme Konsequenz: Wenn eine Gleitfliche be-
kannt ist, mit der eine Ruhelage mit “xs verlassen, und ein bestimmter Punkt in
der zo-A-Ebene mit x3 = ‘r3 erreicht wird, so ist gleichzeitig klar, dass auf eben
dieser Gleitfliche eine Ruhelage mit °Z3 = —°x3 erreicht wird, wenn die Bewegung
in diesem Punkt mit Z3(0) = —r3 startet. Die bekannte Bewegung liuft dann ge-
wissermalfsen riickwérts ab, weshalb sich die Bezeichnung ,,Zeitumkehr-Eigenschaft®
anbietet.
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Wiederkehr-Eigenschaft

Mit der Symmetrie (131) ldsst sich noch eine zweite, dhnliche, Eigenschaft zeigen,
die ohne konkrete Entsprechung in Abschnitt 4.3 ist. Sie lasst sich in der folgen-
den Aussage zusammenfassen: Wenn x3(¢t) und A(¢) fiir ¢ € [0, 7] der DGL (130)
geniigen und x3(7) = km, mit k € Z gilt, dann liefert
Z3(t) == 2x3(7) — x3(27 — 1) (136a)
At) == \27 — 1) (136b)

eine Fortsetzung der Losung fiir ¢t € [, 27]. In einer zu oben analogen Argumentati-
on lasst sich dies belegen. Zunéchst wird der Ansatz (136) nach der Zeit abgeleitet,

%3(25) = —2321 — t)(—1) = 23(21 — t) = fus(x3(27 — ), (27 — 1))  (137a)
At) = =N27 —t) = —fi(w3(27 — 1), AN27 — 1)), (137h)

und die vorausgesetzte Losungs-Eigenschaft von z3(¢) und A(¢) benutzt. Nun kann
mit Hilfe von Gleichung (131a) die Schlussfolgerung

3(t) = fuo(—a3(27 — 1), M(27 — 1)) (138)

gezogen werden. Da zusétzlich zu (131a) fiir f,, auch noch eine Invarianz beziiglich
einer Addition ganzzahliger Vielfacher von 27 zum ersten Argument gilt, kann
unter Verweis auf die Voraussetzung z3(7) = k7 mithin auch die Umformung

*%3(25) - fws (\21’3(7’) _§3(27 - t)/? )‘(21_ t)) = f$3 (*%37 5‘) (1393)
i3 bt
A(t) = fr(225(r) — @321 — 1), \(2r — ) = falds, V) (139b)
I3 Y

vorgenommen werden, welche die Aussage belegt.

Die Auswirkungen dieser Eigenschaft kann Abbildung 14 entnommen werden:
Wenn eine x3 eine durch km markierte Grenze iiberschreitet, und das System wei-
terhin auf der selben Gleitfliche stabilisiert wird, dann lauft die bisherige Bewe-
gung auf dieser Gleitfliche riickwérts ab.

Diese ,Wiederkehr-Eigenschaft kann dazu fiihren, dass sich auf dieser Gleit-
fliche ein periodisches Bewegungsmuster ergibt. Das einfachste Beispiel hierfiir ist
eine Schaltlinie mit ¢(\) = Z2 = const. Dann gilt v = 0, womit die in Abschnitt
4.2.2 untersuchten Verhéltnisse vorliegen, in denen die (interne) Systemdynamik
zur Pendel-DGL wird.
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Quadrantenumkehr-Eigenschaft

Setzt man fiir die Kurve, durch welche die Gleitfliche in der x5-A-Ebene bestimmt
wird, Punktsymmetrie voraus, gilt also

P(=A) = —p(N), (140)

so kann man eine weitere Eigenschaft des Systems folgern, welche mit Gleich-
ung (92) in Zusammenhang steht. Wie sich leicht iiberpriifen 1dsst, gilt dann nidm-
lich

frs<_x3v _)‘) = _fz3 (ZL’3, )‘)7 (1413)
fa(=x3, =) = = falx3, A). (141b)

Darauf aufbauend lésst sich nun die Giiltigkeit der folgenden Aussage zeigen: Er-
filllen x3(¢) und A(t) die DGLn (130) fiir ¢ € [0, 7], dann gilt dies auch fiir

Zi’3(t) = —I3(t> (142&)
A(t) == —A(1). (142b)

Um dies zu belegen, gehen wir nach dem bekannten Muster vor: Der Ansatz wird
nach der Zeit abgeleitet:

fs(t) = _Z‘)S(t) = _fa:3 ($3(t)>/\(t))7 (1433)
At) = =A(t) = —falas(t), A(D))- (143b)

Danach kann mit Hilfe der Symmetriebedingungen (141) die rechte Seite der Glei-
chung so umgeformt werden, dass man die DGLn (130) erhélt:

Z3(t) = fas(=23(t), =A(8)) = fus (Z3(2), A1), (144a)

Mt) = fa(=3(t), =A(1) = fa(F5(1), A(t)). (144b)
Diese Eigenschaft wird sich ebenfalls als niitzlich erweisen. Sie erlaubt die Fest-
stellung, dass eine bekannte Bewegung auf einer Gleitfliche im ersten Quadranten
der xo-A-Ebene bei umgekehrtem Vorzeichen von x3 im dritten Quadranten analog
ablauft und dass selbiges auch fiir den zweiten und vierten Quadranten gilt. Vor

diesem Hintergrund wird die Bezeichnung als ,Quadrantenumkehr-Eigenschaft”
klar.

Stationidre Punkte und endliche Fluchtzeit

Betrachtet man die Dynamik auf der Gleitflidche, also die Gleichungen (130), ist es
ohne weiteres moglich, die Ruhelagen des x3-A-Teilssystems zu bestimmen. Neben
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den Ruhelagen des Gesamtsystems, die durch A = ¢(\) = 0 gegeben sind, stellen
auch

x3 =0, (145a)
A
ooy = LEm e #0 (145b)
und
T3 =T, (146a)
A
W =1-n, o(\) #0 (146b)

stationdre Lagen der Gleitregime-Dynamik dar. Da fiir < 1 in beiden Féllen
A und ¢(A) = zo das gleiche Vorzeichen haben miissen, ist klar, dass bei starker
Trégheitskopplung diese stationdren Lagen nur im ersten und dritten Quadran-
ten vorkommen konnen. Derartige Punkte gilt es bei der Gleitflachenplanung zu
vermeiden. Sie liegen notwendigerweise auf der x4,=0-Geraden.

Eine weitere unerwiinschte Situation kann im Zusammenhang mit dieser Ge-
raden ebenfalls auftreten: Liegt die Schaltlinie auf dieser Geraden, und sind die
Anfangsbedingungen derart, dass ¢ = —1 gilt, dass also das System von der z»
Achse wegdriftet, dann fiihrt dies dazu, dass |A| und |z3| in endlicher Zeit iiber
alle Grenzen wachsen — ganz analog zum Fall endlicher Fluchtzeit aus Abschnitt
2.5.1. Dies kann jedoch ausgeschlossen werden, wenn |¢(\)| nach oben beschriankt
ist?®. Dann nimlich gelten die Bedingungen aus Abschnitt 2.5.2, welche die globale
Existenz der Losung sichern.

Lipschitz-Bedingung und Eindeutigkeit der Lésung

Im Abschnitt 5.1 wurde fiir die Konstruktion der Gleitfliche eine Kurve ange-
setzt, welche auf der A-Achse eine waagerechte Tangente besitzt. Auch in den
folgenden Abschnitten werden dhnliche Schaltlinien immer wieder benutzt. Es soll
jedoch darauf hingewiesen werden, dass die Bewegung auf dieser Art von Kur-
ven aus mathematischer Sicht ein Problem mit sich bringt: Die Lésung der Diffe-
rentialgleichung ist nicht mehr eindeutig. Grund hierfiir ist, dass die Funktionen
fus(z3, A) und fr(xs, A) fiir A = 0 beziiglich ihres zweiten Arguments lokal keine
Lipschitz-Bedingung erfiillen. In der Tat &hnelt die in Gleichung (120) verwendete
Potenzfunktion mit einem Exponenten zwischen null und eins stark der Funktion,
die gewissermafen als Standardbeispiel fiir die rechte Seite eines nicht eindeutig
l16sbaren Anfangswertproblems dient [Arn01, Kap. 1.2], [Aul04, Kap. 1.2].

23F{ir den verwendeten linearen Ansatz, d.h. dass die Schaltlinie auf der 2,=0-Geraden liegt,
ist dies nicht der Fall.
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Abbildung 15: Schematische Darstellung des Mandver-Startvorgangs fiir einen An-
fangszustand mit 9 = 0, A ="A < 0 und D > 0 im offenen vierten Quadranten. Auf der
A-Achse gilt D = 0. Damit die Bewegung wie gewiinscht auf der Gleitfliche & abliduft,
wird in Phase @ kurzzeitig ein konstantes Fingangssignal vorgegeben, wodurch das Sys-
tem die A-Achse verlasst. Dann gilt D > 0 und die Riickfithrung (118) kann aktiviert
werden (Phase @). Ist die Gleitfliche erreicht, findet die Bewegung auf ihr statt (Pha-
se @). Auf gleiche Weise ldsst sich auch fiir andere Anfangsbedingungen von A und D
verfahren.

Was hat dies fiir Konsequenzen? Keine, wenn die Gleitfliche genutzt wird, um
in eine Ruhelage abzubremsen, da die Bewegung genau dann beendet ist, wenn
der kritische Punkt auf der Kurve erreicht wird. Soll jedoch eine Bewegung in
einem solchen kritischen Punkt auf der Schaltlinie beginnen, dann muss ,nachge-
holfen“ werden. Konkret ist es notwendig, den Eingang v derart zu bestimmen,
dass das System die Gleitfliche und damit den kritischen Punkt kurzzeitig ver-
lasst. Erst im Anschluss daran ist die Riickfithrung (118) zu aktivieren, welche
das System auf der Gleitfliche stabilisiert. Die Drift hat zur Folge, dass dann
die Bewegung auf der Gleitfliche eindeutig ist. Abbildung 15 stellt diese Uber-
legungen dar. Eine sehr kleine , Anfangsauslenkung“ ist vollkommen ausreichend,
um den gewiinschten Effekt zu erzielen. Weiterhin ist ihr quantitativer Einfluss
auf die danach folgende Bewegung auf der Gleitfliche vernachlissigbar. Fiir eine
moglichst einfache Darstellung wird dieser Manover-Startvorgang deshalb in den
nachfolgenden Betrachtungen nicht explizit beriicksichtigt.

5.3 Heuristische Gleitflichenplanung

Wir wollen nun zum Problem zuriickkehren, eine gegebene Ruhelage in eine andere
zu iiberfithren. Das im vorangegangenen Abschnitt erworbene Verstiandnis wird uns
dabei behilflich sein.

Wir hatten bereits festgestellt, dass fiir das Abbremsen nach dem gefundenen
Prinzip x3 in einem bestimmten Wertebereich liegen muss. Um die Planung des
Bremsvorgangs von den anderen Teilschritten entkoppelt betrachten zu koénnen,
liegt es also nahe, einen Ausgangszustand mit xo = 0, d. h. auf der A-Achse, vor-
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auszusetzen. Dort namlich verschwindet A, und mithin bewegt sich das System in
der xo-A-Ebene nicht, wenn gleichzeitig noch der Eingang v bei Null gehalten wird.
Man kénnte demzufolge den Punkt (0, ?A) als ,,Parkposition” bezeichen. Gleichzei-
tig gilt aber 3 = Px4 = P\, da auf der A\-Achse x4 liberall mit A iibereinstimmt. Die
Regelungsaufgabe (V,0,F,V)—(V,0,V,V) kann dann durch Warten mit verschwin-
dendem Eingang bewiltigt werden. Eine geeignete Parkposition zeichnet sich also
durch einen hinreichend groften Betrag von A aus, sodass x3 nach akzeptabler Zeit
in einen Wertebereich eintritt, in welchem das Bremsen moglich ist.

Da es das Ziel ist, das System in einer vorgegebenen Ruhelage anzuhalten, stellt
sich die Frage, wie die Gleitfliche gestaltet sein muss und welche Anfangsbedin-
gungen gelten miissen, damit das Bremsmanéver mit den gewiinschten x;- und
r3-Werten endet.

Analytisch kénnen wir diese Frage fiir die Anfangsbedingungen nicht beantwor-
ten, jedoch miissen wir dies auch nicht. Wenn wir das System von der Zielruhelage
ausgehend in umgekehrter Zeitrichtung numerisch integrieren und es dabei auf ei-
ner Gleitfliche stabilisiert wird, welche vom Koordinatenursprung der xo-A-Ebene
zur Parkposition fiihrt, dann erhalten wir, bei Erreichen dieser, genau die gesuch-
ten Anfangsbedingungen.

Es kommt also ,nur”“ noch darauf an, geeignete Gleitflichen zu finden, was
uns im folgenden Abschnitt beschiftigen wird. An dieser Stelle wollen wir mit
einigen allgemeineren Uberlegungen fortfahren, die den Gesamtbewegungsablauf
betreffen. Die soeben skizzierte Teilaufgabe, das System aus einer gegebenen Ru-
helage in eine Parkposition zu iiberfiihren, ldsst sich ganz offensichtlich auch fiir
den Anfang der Bewegung, d. h. fiir das Beschleunigungsmanéver benutzen — dann
selbstverstidndlich in positiver Zeitrichtung. Durch die in Abschnitt 5.2 formulier-
te Zeitumkehr-Figenschaft konnen wir Beschleunigen und Bremsen sogar als die
gleiche Aufgabenstellungen betrachten.

Nun wenden wir uns dem Schulterwinkel zu: Im Gegensatz zur Positionierung
des Ellenbogenwinkels kann dessen Beeinflussung nicht durch schlichtes Warten
auf der Parkposition ablaufen, denn diese Position wurde ja gerade so festgelegt,
dass der Oberarm steht. Im Allgemeinen wird der Wert dabei nicht der sein, der
bendtigt wird, um nach dem Bremsmandver den angestrebten Schulterwinkel zu
erreichen. Abhilfe hierfiir schafft ein Mand&ver, welches in der Parkposition startet
und wieder in der selben endet und in seinem Ablauf x; beeinflusst. Natiirlich wird
ein solches Mandver auch z3 verdndern. Dies stellt allerdings kein Problem dar,
da sich im Anschluss durch erneutes Warten auf der Parkposition jede gewiinschte
Ellenbogen-Konfiguration erreichen lasst. Die Positionierung beider Gelenkwinkel
kann also entkoppelt betrachtet werden.

Die Wiederkehr-Eigenschaft aus Abschnitt 5.2 kénnen wir nun benutzen, um
ein solches x1-Uberfithrungsmandver zu konzipieren: Wenn das System ausgehend
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von einer Parkposition auf einer geeigneten Gleitfliche stabilisiert wird, dann kehrt
es nach endlicher Zeit auf die Parkposition zuriick. Wenn es sich dabei stets auf
einer Seite der \-Achse befindet, so dndert sich wihrend des Mandvers der Wert von
x1. Zwar ist die genaue Anderung nicht ohne weiteres angebbar, jedoch steht ihr
Vorzeichen fest: Es entspricht dem Vorzeichen von x5 auf der Gleitflache. Wie sich
in Abschnitt 5.6 zeigen wird, hiingt der Betrag der z;-Anderung von der konkreten
Gleitfliche ab. Ein solches Mandver lasst sich ggf. wiederholen, sodass insgesamt
der Oberarm beliebig positioniert werden kann.

Es bleibt eine letzte Teilaufgabe zu l6sen, die jedoch nicht offensichtlich ist, und
auch nicht bei jeder Ruhelageniiberfiihrung auftritt. Am Anfang dieses Abschnitts
haben wir die Parkposition (x2, A\) = (0, ?A) nur ungenau spezifiziert. Danach soll
der Betrag von P\  hinreichend grof* sein, sodass sich der Wert von x3 mod 27 in
akzeptabler Zeit wiederholt und damit die Wartezeit auf die Startbedingungen fiir
ein Mano6ver nach oben begrenzt ist.

Uber das Vorzeichen von PA wurde bisher jedoch nichts ausgesagt. Im folgen-
den Abschnitt werden wir fiir einen festen Wert von |PA| eine Losung fiir das
Brems- und Beschleunigungsproblem entwickeln, wobei sich das Vorzeichen von A
abhéingig vom Ellenbogenwinkel in der Ruhelage ergibt. Es kann deshalb je nach
gegebener Start- und Zielruhelage zu Kombinationen kommen, in denen eine Park-
position in die gegeniiberliegende iiberfiihrt werden muss. Im Wesentlichen muss
also eine Vorzeichenumkehr der Ellenbogenwinkelgeschwindigkeit erreicht werden.
Es bietet sich an, diese vor der Anpassung des Schulterwinkels durchzufiihren. Fin
entsprechendes Mandver ist Gegenstand von Abschnitt 5.5.

Mit diesen vier Teilschritten, welche mit A, B, C und D bezeichnet seien, steht
ein Konzept fiir die Ruhelageniiberfilhrung des unteraktuierten Manipulatormo-
dells zur Verfiigung. Abbildung 16 fasst dieses Konzept graphisch zusammen. Die
Untersuchungen der Losungen fiir die einzelnen Teilprobleme in den folgenden
Abschnitten wird zeigen, wie tragfahig die skizzierte Herangehensweise ist.

5.4 Manover A: Beschleunigen und D: Bremsen

Wir widmen uns nun als erstes dem speziellen Problem (F,0,F,0)—(F,0,F,V). Mit
anderen Worten ist es unser Ziel, zu einer beliebigen gegebenen Ruhelage eine
Gleitflache zu finden, auf welcher eine Bewegung von der Ruhelage in eine Park-
position moglich ist. Um die Suche einzuschrinken, nehmen wir |*A| ebenfalls als
gegeben an.

Ein plausibler Ansatz fiir die Gleitfliche ist es, sie abschnittsweise aus der in

Gleichung (120) eingefiihrten Potenzfunktion ¢(\) = (|)\|u6)% zusammenzusetzen.
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A: Beschleunigen B: Uberfiihrung x4 C: Uberfuhrung z; D: Bremsen
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Abbildung 16: Schematische Darstellung der Bewegungsabldufe in der xo-A-Ebene wih-
rend der Teilschritte bzw. -mandver zur Uberfiihrung des Manipulators von einer Ruhela-
ge in eine andere. Mandver A: Verlassen der Startruhelage, Erreichen einer Parkposition.
Mano6ver B: Wechsel der Parkposition (nicht immer notwendig). Manéver C: Anpassung
des Schulterwinkels. Manover D: Verlassen der Parkposition, Erreichen der Zielruhelage.
Unter den Piktogrammen sind die Teilaufgaben angegeben, die vom jeweiligen Manover
realisiert werden. Die mit ,, x*“ gekennzeichneten Pfeile symbolisieren dabei die Warte-
phasen bis die jeweilige Startbedingung fiir x5 erfiillt ist.

Die Gleitfliche Sa1, deren Verlauf in Abbildung 17 gezeigt wird, sei durch

B(A) fiir A2 > 1
w2 =) fiir A2 <L
bestimmt. Damit erreichen wir, dass die Kurve in der xo-A-Ebene die fiir das Brem-
sen wichtigen Eigenschaften hat und auch in der Parkposition eine waagerechte
Tangente aufweist. Das ist notwendig, da bei x5 = 0 stets D = 0 gilt.

Wenn wir, wie bereits in Abschnitt 5.1, den Exponenten g = 2.5 festlegen,
dann ist p der einzige Parameter, der die Gestalt der Gleitfliche beeinflusst. Qua-
litativ lésst sich dieser Einfluss folgendermafen angeben: Fiir kleine Werte von u
verlauft die Kurve nahe der A\-Achse, wihrend sie fiir grofse Werte weiter in die
xo-A-Ebene reicht. Die Nullstellen von ¢; bei PA und 0, sowie die Extremstelle
bei PA/2 bleiben dabei unveréndert; p skaliert die Schaltlinie nur in z5-Richtung.
Es lassen sich nun, ebenfalls qualitativ, Uberlegungen zum Einfluss von p auf die
Dynamik des Systems auf der Gleitfliche ausfithren. Wenn die Schaltlinie nahe der
A-Achse verlduft, dann bleibt A relativ klein, und somit nimmt die Uberbriickung
der Distanz von der Ruhelage zur Parkposition eine grofse Zeit in Anspruch. Da
aber |z4| bei Anndherung an die Parkposition immer weiter steigt, steht nur ein
begrenztes Zeitfenster zur Verfiigung, bis x3 eine der Symmetriegrenzen aus Ab-
schnitt 5.2 erreicht, und somit die Bewegung in umgekehrter Richtung ablauft.

(147)

Tg = s0A1()\) = {
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Abbildung 17: Graphische Darstellung des Ansatzes fiir die Gleitfliche Sa; (schema-
tisch).

Der Parameter p kann mithin nicht beliebig klein gewahlt werden. Andererseits
ist auch klar, dass es fiir ihn eine obere Schranke geben muss, denn je grofier die
Werte fiir x5 auf der Gleitfliche werden, um so grofer muss auch die Schulterbe-
schleunigung v sein, um das System auf dieser Kurve zu halten. Der Eingang v
soll aber eine obere Grenze nicht iiberschreiten, was auch eine obere Grenze fiir p
impliziert.

Nach diesen qualitativen Voriiberlegungen soll nun per Simulation gezeigt wer-
den, dass es iiberhaupt moglich ist, mit dem Ansatz (147) das System aus einer
Ruhelage in eine Parkposition zu iiberfiihren. Wir betrachten dafiir zunéchst den
Fall °z3 € (m, 27). Aus Abbildung 11(c) entnehmen wir, dass dann im ersten Qua-
dranten ¢ = —1 gilt und somit das System von der zo-Achse wegdriftet. Folglich
wahlen wir auch unter den beiden mdglichen Parkpositionen diejenige auf dem
Rand dieses Quadranten, d. h. die ,obere®:

PA = +|PA|. (148)

Auf der Gleitfliche wird also eine Bewegung angestrebt, wie sie in Abbildung 19(a)
dargestellt ist.

Die Durchfiihrung der numerischen Simulation erfordert die Wahl konkreter
Parameterwerte fiir die Gleitfliche. Neben der bereits in Abschnitt 5.1 getroffenen
Wahl fiir 3 legen wir x4 = 8.33 und *A = 0.6 s™! fest.

Fiihrt man mit diesen Werten Simulationsléufe fiir verschiedene Startruhelagen
mit ‘x3 € (7, %7?) durch, so erkennt man, dass die Parkposition von einem grofen
Bereich aus dem Intervall tatsidchlich erreicht werden kann. Exemplarisch wird dies
in Abbildung 18 deutlich.
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1.0

1.5 2.0

7l in S_1

Abbildung 18: Simulierter Bewegungsablauf zur Uberfiihrung des Systems aus einer
Ruhelage in eine Parkposition. Es gilt 3 = 1.25m, u = 8.33 und *A = 0.6s~ L.

p)\-

p)\-

(a)

W

Abbildung 19: (a) Angestrebter prinzipieller Bewegungsablauf. (b) Problem bei ¢r3 ~
m. Das Vorzeichen von D kehrt sich wihrend der Bewegung um, sodass die Parkposition
nicht erreicht wird.

Allerdings bemerkt man durch derartige Simulationsuntersuchungen ebenfalls,
dass in der Ndhe der Intervallgrenzen die Bewegung nicht wie gewiinscht ablauft:
Wiahlt man ®r3 nahe der unteren Intervallgrenze 7, kommt es wihrend der Bewe-
gung zu einer Unterschreitung dieser, sodass D sein Vorzeichen umkehrt und die
angestrebte Parkposition nicht mehr erreichbar ist. Dieser problematische Fall ist
in Abbildung 19(b) schematisch dargestellt.
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Ein weiteres Resultat der Simulationslaufe geht aus Abbildung 20 hervor: Auch
wenn die Parkposition aus einer Startruhelage erreicht werden kann, ist unter Um-
stdnden die dafiir beno6tigte Zeit sehr grof. Das Problem tritt in den Randbereichen
des Intervalls auf. In beiden Féllen ist der Betrag von D in der Anfangsphase des
Mandvers sehr klein, sodass die Bewegung viel Zeit in Anspruch nimmt.

Ta1 iNS

O H N W ke ot
1

1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5
efﬁg/ﬂ'

Abbildung 20: Simulativ bestimmte Mandverdauer 7p; fiir ®x3 € (, %7‘(’) Bis auf ®x3
gelten die Parameterwerte aus Abbildung 18. Die senkrechten strichlierten Linien mar-
kieren die Grenzen des zuldssigen Bereiches fiir “x3. Auferhalb ist auf der betrachteten
Gleitfliche entweder gar keine Uberfithrung in die Parkposition méglich oder die dafiir
benotigte Zeit ist zu grofs.

Im grokten Teil des Intervalls ist die Uberfiihrung aus der Ruhelage in die
Parkposition jedoch in akzeptabler Zeit md&glich. Dieser Teilbereich sei mit Zj

bezeichnet?* und es gilt
3
Ig = (7’(’ + €1, 571' - 62) i (149)

wobei die positiven Konstanten £; und €5 entsprechend der willkiirlich zu bestim-
menden oberen Grenze fiir die Manéverdauer gewidhlt bzw. abgeschitzt werden
konnen. Im Folgenden werden fiir diese beiden Parameter stets die Werte aus Ab-
bildung 20,

e1:=0.0757 und & := 0.0257 (150)

benutzt, sodass sich eine oberen Schranke fiir die Manoverdauer von 747 ~ 2.5
ergibt.

24 Im weiteren Verlauf dieses Abschnitts werden die Intervalle Z;, T, und Z, ebenfalls einge-
fithrt. Zu Beginn des nichsten Abschnitts sind alle vier dann iibersichtlich zusammengefasst.
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Wegen der in Abschnitt 5.2 durch Gleichung (142) ausgedriickten Quadrante-
numkehr-Eigenschaft, kénnen wir folgern, dass sich das System aus einer Ruhelage
mit “x3 € (%W+52, m—¢1) =: I, in die untere Parkposition, {iberfithren ldsst, wenn
eine analoge Gleitfliche S, im dritten Quadranten genutzt wird. Diese lisst sich
mit PA = —0.6 571 durch @1()\) := —pa;1(N) festlegen.

Weiterhin folgt aus der Zeitumkehr-Eigenschaft, dass die Durchfiihrung von
Manéver D, also das Abbremsen in eine entsprechende Ruhelage ausgehend von der
Parkposition, ebenfalls auf den Gleitflichen Sa; bzw. Sy1 moglich ist. Konkret hat
man ¢p1(A) := @a7(A) und PA = —0.6s7! zu withlen, wenn eine Gleichgewichtslage
mit ®x3 € Z3 erreicht werden soll. Umgekehrt ist fiir eine Zielruhelage mit x5 € Z,
die folgende Wahl zu treffen: opi()\) := pa1(A) und PA = 0.6 s7'. Wenn nun noch
Ruhelagen mit (%7‘(‘, %w) > ®x3 ¢ T, UZ; als unzuléssig erklart werden, dann ist
mit dem bisher beschriebenen Ansatz fiir die Manéver A und D die Hélfte aller
auftretenden Fille bereits abgedeckt.

Die andere Halfte ldsst sich darauf zuriickfithren, aus einer Ruhelage mit °xz3 €
(%7‘(’, 27) eine Parkposition zu erreichen. Wiederum ist es zweckméfig, aus Abbil-
dung 11(d) denjenigen Quadranten herauszusuchen, in welchem das System von
der xy-Achse wegdriftet. Die Wahl féllt mithin auf den vierten Quadranten.

Eine naheliegende Herangehensweise ist es nun, den obigen Ansatz erneut zu
benutzen, d.h. mit ?A = —0.6s7! die zusammengesetzte Gleitfliche in den vierten
Quadranten zu positionieren und durch Simulationsldufe mit verschiedenen Werten
fiir ®z3 aus dem Intervall (3, 27) zu iiberpriifen, ob die beabsichtigte Bewegung
realisiert wird.

Das erniichternde Ergebnis einer solchen Untersuchung zeigt Abbildung 21 fiir
zwei ausgewahlte Startruhelagen. Auch fiir andere Werte von ®x3 kann die ange-
strebte Parkposition so nicht erreicht werden. Die Ursache lidsst sich durch eine
qualitative Uberlegung recht schnell erfassen: Bei starker Triigheitskopplung ver-
lauft die Gerade, auf der x4 = 0 gilt, durch den ersten und dritten Quadranten der
ro-A-Ebene, denn der Anstieg dieser Geraden in der betrachteten Ebene ist nach
Abbildung 10 durch —x = 141 cos z3 gegeben. Daraus folgt, dass im betrachteten
x3-Intervall die Ellenbogenwinkelgeschwindigkeit im offenen vierten Quadranten
iiberall kleiner null ist. Deshalb wird x3 widhrend der Bewegung immer kleiner,
sodass D schlieklich das Vorzeichen wechselt und sich die Bewegungsrichtung auf
der Gleitfléiiche umkehrt. Zwar ist dieses Problem fiir ®z3 € (m,37) ebenfalls
aufgetreten, jedoch nur nahe der unteren Intervallgrenze. Der Grund fiir den Un-
terschied liegt darin, dass die Bewegung auf der Gleitfliche im ersten Quadranten
in der Nahe der x,=0-Geraden ablief. Im vierten Quadranten jedoch impliziert das
Erreichen der Parkposition auf dem beabsichtigten Weg zwischenzeitlich grofere
Ellenbogengeschwindigkeiten. Fiir eine heuristische Bewegungsplanung ist die La-
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Abbildung 21: Simulierte Bewegungsabldufe auf Sp; fiir “z3 € (%w,27r), uw = 8.33
und PA = —0.6 s~!. Beide Abbildungen zeigen die Trajektorie in der zo-A-Ebene. (a)

Trajektorie fiir ®z3 = 1.77, t € [0,1.3s8]. (b) Trajektorie fiir ®x3 = 1.97, ¢t € [0,1.85].
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ge der Gleitfliche in Bezug zur x4=0-Geraden also ein nicht zu unterschitzender
Einflussfaktor, denn in ihrer Ndhe dndern sich x3 und damit die Driftverhéltnisse
nur langsam.

Fiir das Problem der Uberfiihrung aus einer Ruhelage mit ¢ 23 € (%ﬂ', 2m)
in eine Parkposition heiflt dies, dass man ebenfalls versuchen konnte, einen Weg
durch den ersten oder dritten Quadranten auszuwéhlen. Dies soll im folgenden
geschehen. Wie sich mittels Simulationsversuchen feststellen ldsst, tritt dabei der
Fall, dass die Bewegung in einer Ruhelage des x3-A-Teilssystems?® zum Erliegen
kommt, nicht auf.

Zu Beginn der Bewegung liegen die angestrebten Driftverhéltnisse, d.h. o =
—1, zwar im vierten Quadranten vor, wie wir gesehen haben, &ndert sich dies je-
doch recht schnell: Wenn x5 zu klein wird?®, wechselt das Vorzeichen von D von
,— mnach ,+“ Wird das System durch die Regelung dann weiter auf der Gleitfla-
che stabilisiert, strebt es erneut in Richtung des Koordinatenursprungs. Was aber,
wenn der Eingang v in diesem Moment auf Null gesetzt wird? Dann fiihrt die Drift
das System in Richtung der x5-Achse und auch iiber diese hinaus in den ersten
Quadranten. Der Vorzeichenwechsel der Drift impliziert, dass der Ellenbogenwin-
kel dann kleiner als %7‘(‘ ist, sodass eine Gleitfliche, dhnlich der in Abbildung 17,
das System durch den ersten Quadranten in die obere Parkposition fiihren kénnte.
Allerdings ist der Beginn der Bewegung in diesem Fall nicht der Koordinatenur-
sprung, sondern ein anderer Punkt auf der z5-Achse. Die Schaltlinie kann jedoch
problemlos in A-Richtung derart skaliert werden, dass sie durch eben diesen Punkt
verliuft. Mit dem Uberschreiten der xo-Achse kann das System mithin auf dieser
neuen Gleitfliche stabilisiert werden, sodass es sich nun im ersten Quadranten auf
die Parkposition zu bewegt. Abbildung 22 veranschaulicht diesen Ansatz schema-
tisch.

Um zu vermeiden, dass sich das System bereits wieder der A-Achse ndhert
wenn sich die Drift umkehrt und sich deshalb eine Bewegung wie in Abbildung
23(a) ergibt, kann man die erste Gleitfliche geeignet anpassen: Statt fiir diese
nach Gleichung (147) eine Kurve vom Ursprung in die untere Parkposition anzu-
setzen, wird eine Kurve gewahlt, die sich aus ¢ () und einer senkrechten Gerade
zusammensetzt:

©a2a(A) = min(¢(N), o). (151)

25 Tn Abschnitt 5.2 wurden diese Ruhelagen bestimmt.
26 Der genaue Wert hingt davon hab, wie weit die Bewegung auf der Schaltlinie schon fortge-
schritten ist.

68



5.4 Mandover A: Beschleunigen und D: Bremsen 5 BEWEGUNGSPLANUNG

PA]- -

Abbildung 22: Schematische Darstellung einer Bewegung aus einer Ruhelage mit °x3 €
(%7‘(‘, 27) in die Parkposition. Die Bewegung erfolgt in drei Schritten. In Schritt @ wird
das System auf einer Gleitfliche stabilisiert, welche aus dem Ursprung in die untere
Parkposition fiihrt. Im Moment des Vorzeichenwechsels von D, beginnt Schritt @: Das
System driftet bei verschwindendem Eingang in Richtung des ersten Quadranten. Dabei
gilt o = Ty = const.. Bei Uberschreiten der zo Achse wird eine Gleitfliche derart
bestimmt, dass sie durch den Punkt (Z2,0) in die obere Parkposition verlauft. Dann
startet Schritt @. Dabei wird das System auf der neuen Gleitfliche stabilisiert und bewegt
sich auf dieser in Richtung der oberen Parkposition.

Dazu passend wird die zweite Schaltlinie konstruiert:

B(*A — \) fiir ?—3 <l
pam(A) = 2 (A= ) fiir 372 > L AN >0, (152)

Zy fiir A < 0.

Dabei stellt ‘A eine Hilfsgrofe dar, die genau so bestimmt wird, dass
»(N) =72 (153)

und damit automatisch pas,(0) = Z5 gilt. Beide Gleitflichen Sxs, und Spop sind in
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Abbildung 23: (a) Unerwiinschter Bewegungsablauf fiir bestimmte Werte von
(b)Angepasste Gleitflichen um dies zu verhindern. Die Darstellung weist, wegen der
besseren Erkennbarkeit, einen Versatz in zo-Richtung zwischen den jeweiligen linearen
Abschnitten auf, der im Ansatz (151, 152) nicht enthalten ist, d. h. der Parameter zs hat
fiir wa2, und a9 den gleichen Wert. (¢) Zu Abbildung 22 analoger Bewegungsablauf
auf den Gleitflichen Spo, und Sagp. Der Wechsel der jaktiven* Gleitfliche erfolgt mit
dem Wechsel des Vorzeichens von D.

x3.

Abbildung 23(b) dargestellt. Abbildung 23(c) zeigt den sich dann ergebenden prin-
zipiellen Bewegungsablauf. Der Wert von Z, kann bestimmt werden, indem man
das Minimum aus dem z9-Wert, bei dem D sein Vorzeichen dndert und aus einem
oberen Schranken-Wert nimmt. Es ist also zu Beginn der Bewegung noch nicht
ohne weiteres klar, ob der lineare Teilbereich von @as, in Anspruch genommen
wird. Dies hdngt vom x3-Wert am Anfang des Mandvers ab.

Unsere Argumentation war bisher wiederum ausschlieflich qualitativer Natur.
Dass sich das Konzept umsetzen lasst, kann man mittels Simulationen zeigen.
Exemplarisch ist in Abbildung 24 die aus einer numerischen Berechnung erhal-
tene Trajektorie dargestellt. Die obere Schranke fiir Z, wurde mit 2.0 s7! festge-
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Abbildung 24: Simulierte Bewegung auf Sag, und Saop. Es gilt ®x3 = 1.97, p = 8.33
und PA = 0.65"1.

legt, weiterhin wurde p = 8.33 und *A = 0.6 s7! verwendet. Daraus ergibt sich

A = —0.496 s~ Wie zu erkennen, verliuft die Bewegung zeitweise auf dem linea-
ren Zweig von @as,. Sie entspricht damit der in Abbildung 23(c) ausgedriickten
Uberlegung.

Aus Abbildung 25 kann entnommen werden, dass bei Einhaltung eines Abstan-
des von €5 zu den Grenzen des betrachten Intervalls fiir ®x3 die Durchfithrung des
Manovers in akzeptabler Zeit moglich ist, wobei die Festlegung dieses Abstandes
willkiirlich erfolgte, sodass sich 7x5 =~ 3.5 s ergibt.

Das Problem der Uberfiihrung aus einer Ruhelage mit ®r3 € (%7?—1—82, 2T—ey) =:
7, in eine Parkposition kann mithin als gelost betrachtet werden. Analog zu oben-
gesagtem konnen wir daraus unter Verweis auf die Symmetrie-Eigenschaften des
Systems schlussfolgern, dass auf die gleiche Art die untere Parkposition ausgehend
von einer Ruhelagen mit ¢x3 € (&g, %77 — &9) =: I; erreicht werden kann. Dazu
werden die durch pp3,(A) := —@asa(—A) und paz,(A) i = —@aon(—A) gebildeten
Gleitflichen Sy3, und Sy, benétigt, auf denen dann bei *A = —0.6 s7! eine Be-
wegung aus dem Koordinatenursprung der xo-A-Ebene in die untere Parkposition
ablauft.

Eine weitere, ebenfalls zu oben analoge Konsequenz betrifft Mandver D: Um
Ruhelagen zu erreichen, in denen °x3 € Z; gilt, konnen in Verbindung mit °A =
+0.6s7! Gleitflichen genutzt werden, die durch ¢pz, (A) := ©a24(A) und @pap () :=
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Abbildung 25: Simulativ ermittelte Mandverdauer 7ao fiir “x3 € (%W,Qﬂ'). Fir die
Gleitflichen wurde g = 8.33 und P\ = 0.6 s~ verwendet. Die Werte fiir Zo und ‘A
ergeben sich dann jeweils aus den einzelnen Bewegungsabldufen. Als obere Grenze von
T wurde der Wert 257! festgelegt. Die senkrechten strichlierten Linien markieren wie in
Abbildung 20 die Grenzen des zuldssigen Bereiches.

©a2n(A) gegeben sind. Fiir Ruhelagen mit ®z3 € Z, lautet die entsprechende Wahl
PA = —0.657, ¥p2a(A) = @aza(N) und @pop(A) = ©aap(A).

AbschlieRend seien Gleichgewichtslagen mit [0, 17] U [3m,27) 5 a3 ¢ T, ULy
als unzuléssig erkldrt, denn der vorgestellte Ansatz erweist sich als ungeeignet,
sowohl um derartige Ellenbogenstellungen zu erreichen als auch um sie zu verlassen.
Weiterhin sei angemerkt, dass mit Manover D fiir zuldssige Werte von °x3 zwar
stets eine Ruhelage erreicht werden kann, diese jedoch i. A. von der angestrebten
leicht abweicht. Wahrend des Manévers werden durch den Gleitregime-Regler nur
die Grofsen xo und A beriicksichtigt. Auf Abweichungen der Winkelgrofen, von
ihrem Sollverlauf kann mit dieser Regelung nicht reagiert werden. Mithin wird
durch Manéver D nur (V,0,V,V)—(1,0,1,0) realisiert. Bei der fiir alle Simulationen
verwendeten Abtastzeit von 0.001s sind die durch dieses Manéver verursachten
Abweichungen beider Gelenkwinkel am Ende der Bewegung jedoch gering, d.h.
kleiner als 2°. Aus dem vorher stattfindenden Manéver C resultieren allerdings
zusétzliche Abweichungen fiir z;, wie sich in Abschnitt 5.6 zeigen wird.

Damit haben wir also, aufbauend auf qualitativen Uberlegungen und unter-
mauert mit Simulationsergebnissen, fiir die Mandver A und D alle auftretenden
Fille fiir ®z3 diskutiert. Wir haben zum einen eine Mdoglichkeit gefunden, aus einer
sehr grofen Menge von Ruhelagen eine der beiden angestrebten Parkpositionen zu
erreichen. Zum anderen koénnen wir nun das System ausgehend von einer dieser
Parkpositionen in eine Ruhelage steuern, die sehr nahe an einer gegebenen Ruhela-
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ge aus dieser Menge liegt. Besagte Menge umfasst dabei alle Gleichgewichtslagen,
fiir die bei beliebigem

61‘3 ELHULL,UIsUZy (154)

gilt. In Worten bedeutet das nichts anderes, als dass am Anfang und am Ende
der Bewegung die Vorgabe des Ellenbogenwinkels ,nicht zu nahe” an denjenigen
Stellungen liegen darf, die durch wiederholte viertel Drehungen, ausgehend von
der Null-Lage des Unterarms, gebildet werden.

Mit diesem Ergebnis ist der schwierigste Teil der Planung der Punkt-zu-Punkt-
Bewegung bereits gelost. Die zwei folgenden Abschnitte werden, wie angekiindigt,
die Uberfithrung einer Parkposition in die andere und die Uberfithrung des Schul-
terwinkels behandeln.

5.5 Manéver B: Uberfiithrung der Ellenbogenwinkel-
geschwindigkeit

In diesem Abschnitt wird ein Mandver beschrieben, welches die Teilaufgabe
(F,0,V,V)—=(F,0,F,V) 16st. Offensichtlich geht es darum, die Ellenbogenwinkel-
geschwindigkeit zu beeinflussen. Aus den vorangegangen Ausfiihrungen kénnen
wir eine Bedingung fiir die Notwendigkeit einer Uberfiihrung von PA nach — P\
herauskristallisieren. Wir nehmen dazu an, dass der Ellenbogenwinkel in der Aus-
gangsruhelage den Wert *r5 und in der Zielruhelage den Wert fr5 habe. Weiterhin
bezeichnen wir die Parkposition, welche aus der Startruhelage angesteuert wird
mit ;A und diejenige, aus der das Bremsmandver eingeleitet wird, als YA. Wir
fassen zunichst aus dem vorigen Abschnitt die Bedingungen zusammen, die festle-
gen, ob die obere oder die untere Parkposition fiir das Start- bzw. Bremsmanover
benotigt wird:

*333 cehuly,= Z)\ < 0, (155&)
*[L‘g cel;Uly = i)\ > 0, (155b)
Tl’g cli UL, = };)\ > O, (155C)
13 € UL, = A < 0. (155d)

Abbildung 26 verdeutlicht diese Beziehungen. Das z4-Uberfithrungsmandver muss
folglich genau dann stattfinden, wenn eine der beiden Bedingungen

*ZL’3 e ULy A TZE3 el UIQ, (156&)
w3 € TaUTy Ay € Ty UT, (156b)
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Abbildung 26: (a): Lage der Intervalle fiir zuldssige Werte von °z3. (b): Zusammen-
hang zwischen dem Ellenbogenwinkel in der Ruhelage und dem sich daraus ergebenden
Vorzeichen von PA. Oben: PA nach dem Beschleunigungsmandéver. Unten: PA vor dem
Bremsmanover. Die Teilabbildung (b) gibt die Aussagen der Beziehungen (155) wieder.

zutrifft, d.h. wenn A # PA gilt.

Aus Symmetrie-Griinden kénnen wir uns darauf beschrinken, das Manéver von
der oberen in die untere Parkposition zu planen. Aus Abbildung 11 entnehmen
wir, dass egal ob die Bewegung durch die linke oder durch die rechte Halbebene
der xo-A-Darstellung verlauft, fiir alle xs-Intervalle ein Vorzeichenwechsel von D
stattfinden wird. Mit anderen Worten: Wiahrend der Bewegung muss die Nulldrift-
gerade tiberquert werden. Dieser Umstand verhindert den Ansatz, eine Gleitfliche
von der oberen in die untere Parkposition vorzugeben und die Uberfiihrung darauf
ablaufen zu lassen. Wir wandeln diesen Ansatz nun derart ab, dass ihm kein of-
fensichtliches Argument entgegensteht und unterziehen ihn dann, wie iiblich, einer
simulativen Priifung.

Wenn die Nulldriftgerade nicht auf einer Gleitfliche iiberquert werden kann, so
kann sie doch problemlos durch eine blofke Vorgabe des Eingangs v, also durch reine
Steuerung, iberwunden werden. Je nachdem, ob die Bewegung in der linken oder
rechten Halbebene stattfindet, und bei welchem Wert von x5 das Mandver startet?’,
konnte diese Steuerungsphase am Anfang oder am Ende der Bewegung liegen.
Letztere Variante ist dabei eindeutig die schlechtere, denn durch reine Steuerung
ist nicht vorhersagbar, bei welchen A-Wert die A\-Achse erreicht wird.

Die Phase der Steuerung am Anfang der Bewegung durchzufiihren, scheint
jedoch unproblematisch zu sein. Sobald die Nulldriftgerade inklusive eines zusétz-
lichen ,Sicherheitsabstandes“?® iiberwunden ist, kann das System auf einer Gleit-

2T Da der Ausgangspunkt des Mandvers die Parkposition ist, kann der Startwert von 3 beliebig
gewahlt werden.

28Die Groken x5 und A sind von ihrer physikalischen Dimension natiirlich Winkelgeschwindig-
keiten, jedoch bietet sich die Bezeichnung hier an.
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Abbildung 27: Prinzipieller Bewegungsablauf bei der Uberfiihrung des Systems von der
oberen in die untere Parkposition. Die grauen Geraden symbolisieren die Nulldriftgera-
de, deren Anstieg sich im Laufe der Bewegung veréndert. Die Bewegung kann in zwei
Phasen unterteilt werden: In Phase ® wird mit konstantem Eingang v der Sektor mit
D > 0 iiberwunden. Nach Uberquerung der Nulldriftgerade und der Uberwindung eines
zuséitzlichen Abstandes zu dieser beginnt Phase @, in der das System auf der Gleitfliche
Sgi stabilisiert wird. Der obere Schnittpunkt der Schaltlinie mit der A-Achse, A, liegt
deutlich oberhalb von 2\, wihrend der untere genau mit ?)\ iibereinstimmt.

! ! ! ! l
L S S SRSt = — 0.025 []
PR : %=X 0.2s
: : Start
Ende
0.5} _ Gleit- [
T flache
0 .
£
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| | [ | |
-3 —2 -1 0 1

a1 in Sﬁ1

Abbildung 28: Simulierter Bewegungsablauf der Uberfiihrung von der oberen Parkpo-
sition (2A = 0.6 s7!) in die untere (fA =—06 s7!). Das Mandver startet bei *z3 = .
Auferdem gilt A = 157! und p = 9.375.
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fliche stabilisiert werden, welche in die untere Parkposition fiihrt. Dieses Konzept
ist in Abbildung 27 gezeigt. Zur Beschreibung einer entsprechenden Schaltlinie
kann

G =) fiir $55 < 5,

om () = 50 mit [A| > 2. (157)

herangezogen werden.

Vor dem Hintergrund, dass im zweiten Quadranten der xo-A-Ebene bei star-
ker Trigheitskopplung? stets x, > 0 gilt, bietet sich nach Abbildung 11(b) fiir
das Mandver ein zz-Startwert von %7? an. Wenn x3 dann ndmlich weiter wichst,
liegen die beabsichtigten Driftverhéltnisse vor. Das in Abbildung 28 dargestellte
Simulationsergebnis, bestéitigt, dass das Manover wie geplant durchfiihrbar ist. Die

verwendeten Parameterwerte betragen: A = 1s~! und A=-06 s7L.

Um eine Uberfithrung von der unteren in die obere Parkposition zu erzielen,
kann fiir den Startwert 3 = %ﬂ' aufgrund der Quadrantenumkehr-Eigenschaft aus
Abschnitt 5.2 ein vergleichbares Mandover durch den vierten und ersten Quadranten
ausgefiihrt werden. Dafiir kann die Schaltlinie mit ¢p7(A) := —pg1(A) beschrieben
werden, wobei die Parameterwerte A = —1s~! und A=10.6 s~! zu wihlen sind.

5.6 Manéver C: Uberfithrung des Schulterwinkels

Die letzte zu behandelnde Klasse von Mandvern soll das Teilproblem (F,0,V,V)—
(V,0,F,V) I6sen, um den Oberarmwinkel derart zu beeinflussen, dass er nach dem
sich anschliefenden Bremsmandver den gegebenen Wert der Zielruhelage annimmt.
Die Verdnderung von z; wihrend des Bremsens ist dabei im Voraus bekannt.
Das z;-Uberfiihrungsmandver muss dariiberhinaus in einer Parkposition sowohl
beginnen als auch enden.

Die in Abschnitt 5 skizzierte Idee fiir dieses Mandver bestand darin, die Wie-
derkehr-Eigenschaft des Systems zu nutzen. Es soll also eine Bewegung auf einer
Gleitfliche stattfinden, wihrend der die Funktion sinxs und damit D ihr Vor-
zeichen wechselt. Wir werden diese Idee nun fiir die untere Parkposition néher
diskutieren

Die Wahl einer geeigneten Gleitfliche ldsst viele Freiheiten. Aus den bisher ge-
machten Erfahrungen lésst sich schliefen, dass ein auf der Potenzfunktion () ba-
sierender Ansatz durchaus aussichtsreich ist. Als nédchstes gilt es eine Entscheidung
beziiglich des Vorzeichens von x5 zu treffen: Soll die Bewegung in positive oder ne-
gative Richtung von z; laufen, oder ggf. in beide? Negative z5 hétten zur Folge,
dass die Gleitfliche, ausgehend von der unteren Parkposition zunéchst durch den

29 In der Einleitung des Kapitels wurde 7 = 0.9 festgelegt.
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Abbildung 29: (a) Schematische Darstellung der Gleitfliche Sc fiir verschiedene Werte
des Parameters p. Mit steigendem Wert liegt die Kurve weiter rechts. (b) Prinzipieller
Bewegungsablauf auf der Gleitfliche, wenn das Manéver bei x3 = § beginnt. Zunéachst
erfolgt in Phase @ eine Bewegung aus der Parkposition entlang der durch zo—pc1(A) =0
festgelegten Kurve in positive A-Richtung. Dabei verringert sich x3 immer weiter, sodass
schlieflich D das Vorzeichen wechselt, und das System in Phase @ auf der selben Kurve
zuriick in die Parkposition gleitet.

dritten Quadranten verlaufen wiirde — und damit in der Nahe der x,=0-Geraden.
Dies jedoch kann zwei unerwiinschte Konsequenzen haben: Entweder kann die Be-
wegung sehr lange dauern, wenn namlich die Gleitfliche diese Gerade in der Nihe
der Ruhelage des x3-\-Teilssystems schneidet. Oder es kann zum Fall sehr grofier
Betrige von x5 kommen, wenn die Gleitfliche nahezu parallel zur x4 = 0-Geraden
verlauft. Qualitativ dhnelt dies dann dem Fall endlicher Fluchtzeit. Beide Proble-
me wurden in Abschnitt 5.2 beleuchtet. Ihr konkretes Auftreten hingt natiirlich
von den Startbedingungen und der Lage der jeweiligen Gleitfliche ab.

Um beide Effekte von vornherein zu vermeiden, wird die positive zo-Richtung
gewdhlt. Die nichste Entscheidung betrifft mogliche xs-Startwerte fiir das Manover
und wegen der davon abhéngigen Driftverhéltnisse die A-Richtung, in welche die
Bewegung am Anfang ablduft. Schon im Abschnitt 5.1 hatten wir festgestellt, dass
fir z3 = % die Drift im kompletten offenen vierten Quadranten positiv ist. Ein
intuitiver Ansatz ist es also, fiir diesen Startwert des Ellenbogens, die Gleitfliche
SCl mit

pe1(A) == P(PA = A) (158)

anzusetzen, deren Verlauf in Abbildung 29(a) fiir verschiedene Werte des Para-
meters p dargestellt ist. Die sich einstellende Bewegung ist in Abbildung 29(b)
schematisch gezeigt.

Aus der in Abschnitt 5.2 beschriebenen Wiederkehr-Eigenschaft ldsst sich ab-
leiten, dass der Wert von x3, bei dem eine derartige Bewegung die Parkposition
wieder erreicht, symmetrisch zum Startwert von z3 liegt. Beginnt die Bewegung
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also mit x3 = 7, so endet sie bei —7. Im von uns betrachteten Intervall ent-
spricht dies dem Wert z3 = %71’. Fiir diesen Ellenbogenwinkel ist im offenen ersten
Quadranten das Vorzeichen von D iiberall negativ, sodass direkt anschliefend ein
analoges Mandover auf einer in negative A\-Richtung gekriimmten Gleitfliche Sco

durchfiihrbar ist. Wegen der Betragsbildung in ¢ kann dafiir ebenfalls
po2(A) =P (PA = A) (159)

angesetzt werden. Abbildung 30 stellt diese Uberlegung dar.

A A
A - 4 >
p)\% - q1 p)\% w q1
\\\ \\\ N put
Vo
L 2\
\ \\ \\ \\ n= QDC()\)
\ \ \ \
(a) (b)

Abbildung 30: (a) Schematisch Darstellung der Gleitflache Scy fiir verschiedene Werte
des Parameters p. Mit steigendem Wert liegt die Kurve, wie schon im Falle von ¢,
weiter rechts. (b) Prinzipieller Bewegungsablauf auf der Gleitfliche, wenn das Mandover
bei x5 = %7? beginnt. Die Bemerkungen von Abbildung 29 sind iibertragbar.

Es liegt nahe, das Mandver C als aus zwei Teilen, C1 und C2, bestehend auf-
zufassen, denen jeweils die Bewegung auf einer der beiden Gleitflichen S¢y bzw.
Sc zugeordnet wird. Aus den beiden Abbildungen 29 und 30 geht hervor, dass der
Wert von p festlegt, wie weit sich die Schaltlinie von der A-Achse entfernt. Es ist
also zu vermuten, dass die Anderung des Schulterwinkels Az, welche wihrend des
Teilmanovers erzielt wird, ebenfalls von g abhingt. In Anbetracht der Unkenntnis
eines analytischen Ausdrucks dieser Abhéngigkeit, erscheint es legitim, sie durch
eine Simulationsreihe ndherungsweise zu bestimmen. Dies setzt natiirlich voraus,
dass die Bewegungen auf S¢; und Seo tatséchlich wie beabsichtigt ablaufen und
sich mit dem beschriebenen Ansatz sinnvolle Werte fiir Az; erzielen lassen. Um
dies exemplarisch zu bestatigen, zeigen die Abbildungen 31 und 32 die Ergebnisse
einzelner Simulationsldufe. Abbildung 33 stellt dann den Zusammenhang zwischen
pund Axy fiir die Teilmanéver C1 und C2 dar.

Wie erkennbar ist, kann mit dem ersten Teilmandver eine Anderung des Schul-
terwinkels bis zu etwas mehr als einer viertel Drehung erreicht werden. Mit dem
zweiten Manover, dessen Startbedingung fiir x3 unter Beriicksichtigung der Wie-
derkehr-Eigenschaft derart gewahlt wurde, dass es sich unmittelbar im Anschluss
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Abbildung 31: Simulationsergebnis fiir Manéver C1. Fiir 4 = 0.329 wurde eine Ande-
rung des Schulterwinkels von Az = 0.37 erreicht. (a): Bewegungsablauf auf der Gleit-
fliche. Bei ungefahr ¢ = 1.6s ist der Umkehrpunkt erreicht. (b) Zeitlicher Verlauf der
Zustandsgrofen und des Eingangs.

79



5.6 Manéver C: Uberfiihrung von

5 BEWEGUNGSPLANUNG

—0.55 |
—0.60 |- - 5

—0.65 -

Ains!

—0.70 H

—0.75 H

—0.80 H Gleit-

flache

— z/m

Abbildung 32: Simulationsergebnis fiir das Mandver C2. Fiir p = 1.479 wurde eine
Anderung des Schulterwinkels von Az; = 0.77 erreicht. (a): Bewegungsablauf auf der
Gleitfliche. Der Umkehrpunkt wird ebenfalls ca. zum Zeitpunkt ¢ = 1.6 s erreicht. (b)
Zeitlicher Verlauf der Zustandsgroken und des Eingangs.
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Abbildung 33: Simulativ ermittelter Zusammenhang zwischen Az; und p. (a) Fir
Bewegung auf Scy, d.h. fiir Teilmandver C1. (b) Fiir Bewegung auf Sceo, d.h. fiir Teil-
manover C2.

an das erste ausfiihren lidsst, kann x; um eine weitere halbe Drehung vergréfbert
werden. Mit einer ebenfalls wieder direkt danach moglichen erneuten Ausfithrung
von C1 kann schlieflich die Gesamtinderung auf mehr als eine vollstindige Um-
drehung vergréfert werden.

Fiir beide Teilmandver ist die Abhangigkeit Axz; von p stark nichtlinear. Im
Fall von C2 liegt im betrachteten Wertebereich von p sogar ein nichtmonotoner
Zusammenhang vor. Dies hat zur Folge, dass nicht jedem vorgegebenen Wert von
Ax; eindeutig ein p zugeordnet werden kann. Ein Problem stellt dies fiir das ver-
folgte Konzept jedoch nicht dar, denn dafiir ist es ausreichend, dass die umgekehrte
Zuordnung, von p zu Azq, eindeutig ist. Obwohl mit p > 10 auch Schulterwin-
kelzuwéchse erreicht werden konnten, die grofer als eine halbe Umdrehung sind,
ist anzumerken, dass auf den daraus resultierenden Gleitflichen auch der Eingang
v sehr grofe Werte annehmen muss, weshalb auf den Einbezug dieses Teils der
Kennlinie verzichtet wird. Eine weitere Vergrofserung von Ax; kann, wie erwahnt,
durch ein sich anschlieffendes C1-Teilmanover erzielt werden.

Die beiden pu-Ax;-Kennlinien kénnen jeweils durch wiederholte Simulationen be-
stimmt werden, wobei in jedem Simulationslauf der Parameter p leicht verdndert
wird. Aufgrund der stetigen Abhangigkeit der Losung der DGL von dem Parameter
[Arn01, Abschnitt 2.5], erhédlt man eine stetige Kennlinie fiir beide Teilmangver.
Durch Interpolation kann aus dieser zu einem gewiinschten Schulterwinkelzuwachs
Az ein zugehdriger p-Wert ermittelt werden, sodass dieser Zuwachs niherungs-
weise erreicht wird. Dies setzt natiirlich voraus, dass Az; im Wertebereich der
Kennlinie des jeweils betrachteten Teilmandvers liegt.

Fiir den angestrebten Gesamtzuwachs des Schulterwinkels ist diese Eigenschaft
i. A. nicht gegeben. Wird das Manéver C als eine sich wiederholende Abfolge von
C1 und C2 aufgefasst, liegt es auf der Hand, den Gesamtzuwachs auf die einzelnen
Teilmanover zu verteilen. Diese Verteilung kann nach verschiedenen Gesichtspunk-
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ten erfolgen. Eine mogliche Variante ware, die Gesamtzeit fiir alle Mandver C zu
minimieren. Wir werden jedoch den einfacheren Ansatz verfolgen, der sich wie folgt
beschreiben ldsst.

Grundgedanke ist es, im jeweils als néchstes ablaufenden Teilmandver, falls
notig, den grofbtmoglichen Zuwachs von x; anzustreben. Nach Ablauf dieser Bewe-
gung hat sich die noch zu realisierende Vergréfserung des Schulterwinkels um den
Wert des erreichten Zuwachses reduziert. Den verbleibenden Rest kann man als
neuen Wert fiir Az, interpretieren. Ist er immer noch groker als der im néchsten
Teilmandver maximal realisierbare Zuwachs, wird im folgenden Teilmandover wie-
derum die groktmogliche Verdnderung von z; bewirkt. Ist der verbleibende Rest
kleiner, dann kann in diesem Schritt die angestrebte Schulterstellung zumindest
ndherungsweise erreicht werden.

Da sowohl mit der Abfolge C1-C2-C1 als auch mit C2-C1-C2 mehr als eine
vollstdndige Umdrehung erzielt werden kann, sind mit maximal drei Teilman6vern
prinzipiell alle Schulterkonfiguration erreichbar. Allerdings ist das exakte Erreichen
eines vorgegebenen x;-Wertes aus dem selben Grund wie am Ende von Abschnitt
5.4 fiir Man6ver D beschrieben i. A. nicht méglich: Wahrend das Mandover ablauft
wird vom Gleitregime-Regler nur auf x5 und A reagiert. Die Grofe x; wird nicht
mit in die Riickfiihrung einbezogen. Hinzu kommt, dass auch durch die Interpo-
lation der Az;-p-Kennlinie eine gewisse Abweichung des x1-Wertes am Ende von
Mandover C gegeniiber dem angestrebten Wert entsteht. Das vorgestellte Mandver
realisiert also lediglich die Aufgabe (F,0,V,V)—(1,0,F,V). Aus den durchgefiihrten
Simulationsuntersuchungen kann jedoch geschlussfolgert werden, dass der Positio-
nierungsfehler im Bereich unter 5 ° liegt.

Die fiir die untere Parkposition beschriebene Losung lédsst sich aufgrund der
schon mehrfach benutzten Quadrantenumkehr-Eigenschaft aus Abschnitt 5.2 auf
die obere iibertragen. Dabei liuft die Bewegung mit ¢c1(\) := @cz(N) == —@c1(N),
?A = 0.6 57! und vertauschten zs-Startbedingunen fiir die Manéver C1 und C2 im
zweiten Quadranten ab. Die Anpassung von z; erfolgt dann in negativer Richtung.
Wenn man die fiir die untere Parkposition bestimmten Kennlinien als Zusammen-
hang zwischen —Ax; und p interpretiert, konnen sie fiir die obere Parkposition
ebenfalls verwendet werden.

Die Uberfithrung des Schulterwinkels stellte den letzten zu behandelnden Teil-
schritt des Gesamtkonzeptes dar.

5.7 Gesamtablauf

In diesem Abschnitt soll nun zusammengefasst werden, wie mit Hilfe der vier
erlduterten Mand6ver die Uberfiihrung des unteraktuierten Manipulators von einer
gegebenen Ruhelage in eine andere erreicht werden kann.
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Es hat sich gezeigt, dass das im Abschnitt 5.3 skizzierte Konzept im wesent-
lichen umsetzbar ist. Als Einschrinkung muss zur Kenntnis genommen werden,
dass eine vorgegebene Zielruhelage nur im Rahmen einer Positioniergenauigkeit
von ca. 7° fiir den Schulterwinkel und 2° fiir den Ellenbogenwinkel erreicht wird.
Auferdem muss aufgrund der Resultate aus Abschnitt 5.4 die Menge der zulassigen
Start- und Zielruhelagen derart eingeschrinkt werden, dass fiir beide die Gleichung
(154), also

e{L‘g GIl UIQ UI3 UI4

gilt, wobei die fiir die Intervallbegrenzungen®® mafgeblichen Konstanten mit e, =
0.075m und e = 0.0257 festgelegt worden waren. Dies entspricht jeweils einer
unzulissigen Zone von ca. 1.5 ° in der Umgebung von “x3 = k% mit k € {0, 1,3,4}
bzw. von ca. £4.5° in der Umgebung von “z3 = 7.

Fiir ein Paar (*x, ') von zuliissigen Ruhelagen, von dem also beide die Be-
dingung (154) erfiillen, kann die Uberfiihrung wie folgt ablaufen: Zunichst muss
in einer Vorbereitungsphase das Mandver D in umgekehrter Zeitrichtung simuliert
werden. Das Ergebnis dieses Schritts sind zum einen die Werte beider Gelenkwin-
kel, mit welchen das Bremsmandéver in positiver Zeitrichtung beginnen muss, um
die gewiinschten Zielruhelage zu erreichen. Diese beiden Werte seien mit "z; und
Px3 bezeichnet. Zum anderen erhélt man ggf. die zur Beschreibung der Brems-
Gleitfliche notwendigen Parameter T und ‘A.

Nach der Vorbereitungsphase kann das System mittels der Durchfiihrung des
Manévers A aus der Startruhelage in eine der Parkpositionen iiberfiithrt werden
— in welche von beiden, wird dabei wegen der Beziehungen (155) vom Startwert
des Ellenbogenwinkels festgelegt. Ist eine der Bedingungen (156) erfiillt, dann hat
nun das Manover B zu erfolgen, bevor Manéver C durchgefiihrt werden kann.
Ist dies nicht der Fall, so wird unmittelbar mit Manéver C fortgefahren, was die
Gesamtbewegung zeitlich verkiirzt und vereinfacht. Bezeichnet man den Wert des
Schulterwinkels am Beginn des Mano6vers C mit %y, so ergibt sich das zu erzielende
Az aus

Axy := (Pry — “z1) mod 27. (160)

Diese Verschiebung wird, wie im vorigen Abschnitt beschrieben, auf die einzelnen
Teilmanover aufgeteilt. Nach der Beendigung dieses Manovers und der damit ein-
hergehenden Positionierung des Schulterwinkels, kann schlieflich das Manover D
ausgefithrt werden. Die dafiir erforderlichen Informationen sind aus der Vorberei-
tungsphase bekannt.

Die Manéver B, C und D setzten jeweils einen speziellen Wert fiir x3 als Start-
bedingung voraus. Es ergibt sich also vor dem eigentlichen Manoéverbeginn eine

30Fiir die Festlegung der Intervalle siche Abbildung 26(a).
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mehr oder weniger lange Wartephase, in welcher das System in der Parkposition
verharrt bis der sich mit konstanter Geschwindigkeit verandernde Ellenbogenwin-
kel den passenden Wert annimmt. Durch |Pz4] = [?A| = 0.6 s7!, was in allen
Simulationen verwendet wurde, ist gesichert, dass diese Wartephase nie langer als
10.5 s dauert.

Das Simulationsergebnis einer vollstindigen Uberfithrung zwischen zwei Ru-
helagen, in welcher alle vier Mandver durchgefiihrt werden, ist in den Abbildun-
gen 34 und 35 gezeigt. Ausgehend von *x = (0,0,1.457,0) wurde die Ruhelage
dx = (0.5m,0,1.45m,0) angestrebt. Tatséichlich erreicht wurde in diesem Simu-
lationslauf (0.5237,0, —0.5527,0). Fiir z; summieren sich die Positionierungs-
fehler aus Manover C und D im konkreten Fall zu ca. 4.1°, wobei mit ca. 3°
der grofite Teil dabei durch Manéver C verursacht wird. Fiir z3 ergibt sich mit
—0.552 mod 2 = 1.448 ein Posionierungsfehler von lediglich ca. 0.4°.

Die Aussagekraft dieser Werte fiir die Positionierungsfehler ist jedoch begrenzt.
Einerseits konnten sie durch Anpassungen der verwendeten Regler- und Simula-
tionsparameter verringert werden, andererseits ist bei einer praktischen Umset-
zung des Konzeptes, wenn also Positioniergenauigkeiten eine Rolle spielen wiir-
den, durch den Einfluss von Parameterunsicherheiten, nicht modellierter Effekte
und Storgréfken mit groferen Abweichungen zu rechnen. Zur groben Einschitzung
des vorgestellten Ansatzes sind sie dennoch geeignet.

Abbildung 36 stellt den gesamten Ansatz grafisch dar. Die Piktogramme sym-
bolisieren die einzelnen Mandver und die jeweils dabei stattfindende Bewegung in
der xo-A-Ebene. Die auf der Spitze stehenden Vierecke stellen zweiwertige Fall-
unterscheidungen dar, wobei der mit ,,1“ gekennzeichnete Zweig aktiv wird, wenn
die entsprechende Bedingung erfiillt ist, andernfalls der mit ,,0“ gekennzeichnete.
Die ersten beiden Fallunterscheidungen legen fest, ob das Mandver B durchgefiihrt
wird, die letzten beiden sind dann ausschlaggebend fiir die konkrete Durchfithrung
von Mandéver D. Die Tatsache, dass Manover C aus mehreren Teilen bestehen kann,
wird durch die Umrandung der beiden entsprechenden Piktogramme symbolisiert.

Vergleicht man den in diesem Kapitel beschriebenen Ansatz mit den in Kapitel 3
vorgestellten, so fallen gewisse Ahnlichkeiten in einzelnen Punkten auf. Die Un-
terteilung in verschiedene Teilschritte ist fast allen Herangehensweisen gemein.
Ebenso basieren nahezu alle auf einer partiell linearisierten Modelldarstellung.
Ein dhnlicher Gleitregime-Regler, wie der hier verwendete, kommt in Referenz
[MRBO6] zum Einsatz. Das Instrument der Umkehr der Integrationsrichtung, wird
in [WSHO04| genutzt. Phasen mit 25 = 0 und v = 0, in denen bei konstanter Winkel-
geschwindigkeit des Ellenbogens gewartet wird, bis eine fiir die Durchfiihrung eines
Manovers geeignete Konfiguration erreicht ist, sind in [LMOOO] expliziter Teil der
Steuerungs-Strategie. Ebenfalls vergleichbar zu diesem Ansatz ist, dass eine kla-
re Einordnung in die Kategorien ,Steuerung® und ,Regelung® schwer moglich ist.
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Abbildung 34: Simulationsergebnis einer Ruhelageniiberfithrung. Verlauf der Winkel,
der -geschwindigkeiten und des Eingangs; aufferdem: Verlauf von A und D. Deutlich er-
kennbar sind die Wartephasen vor Beginn der Manéver B, C, und D. Anhand der Verldufe
von A und D ist u.a. erkennbar, dass zunichst das Teilmanéver C1 (Beginn in positive
A-Richtung) und unmittelbar danach C2 (Beginn in negative\-Richtung) stattfindet.
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Abbildung 35: Trajektorie der Ruhelageniiberfiithrung aus Abbildung 34 in der xo-A-
Ebene. Aus Griinden der besseren Ubersicht ist nur ein Teil der Zeitpunkte beschriftet.
Die Bahnen der einzelnen Mand6ver sind recht gut erkennbar: Mandver A im ersten Qua-
dranten, B im zweiten und dritten Quadranten, C1 im vierten und kurzzeitig im ersten,
C2 im vierten und Manéver D im dritten Quadranten.
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Abbildung 36: Schematisches Ablaufdiagramm zur Ruhelageniiberfithrung.
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Zum einen gibt es eine Riickfilhrung der Zustandsgrofen, um das System auf den
Gleitflichen zu stabilisieren. Auch werden die Gelenkwinkel fiir die Entscheidung
beno6tigt, wann ein Mandver zu beginnen hat. Um eine Steuerung im engeren Sinne
handelt es sich also nicht [Rei06, Abschnitt 1.3]. Gleichzeitig wird aber wihrend
eines Mandévers auf Abweichungen der Gelenkwinkel, welche die eigentlichen Regel-
grofsen darstellen, nicht reagiert. Die angestrebte Ruhelage wird mithin i. A. nicht
exakt erreicht, sondern lediglich eine Ruhelage ,in deren Nédhe®. Diese Eigenschaft
teilt der hier vorgestellte Ansatz mit jenem aus Referenz [SKN96]|. Natiirlich liegt
auf der Hand, dass wenn die Abweichung zum Ziel am Ende der Bewegung zu grof
ist, ein weiterer kompletter Durchlauf der Manover A bis D mdglich ist. Beziiglich
der Kategorisierung aus Abschnitt wird also anstelle der idealen Ruhelageniiber-
fithrung (F,0,F,0)—(V,0,V,0) nur die einfachere Problemklasse (F,0,F,0)—(1,0,1,0)
gelost, wobei Anfangs- und Endzustand aufserdem jeweils die Bedingung (154) er-
fiillen miissen. Die Eigenschaft, dass bestimmte Ruhelagen nicht erreicht werden
konnen, trifft, wie im Abschnitt 3.2 festgestellt, auch auf den Ansatz aus [LMOOO|
zu.

Die wesentlichen Aussagen dieses Kapitels konnten nur auf Basis von Simula-
tionsergebnissen und damit nur fiir bestimmte Parameterwerte gemacht werden.
Dies stellt einen Unterschied zur iiblichen Argumentationsweise dar, wo Simula-
tionen dazu dienen, allgemein hergeleitete Zusammenhéinge zu veranschaulichen.
Vor diesem Hintergrund ist der hier vorgestellte Ansatz lediglich als , Prinzipskiz-
ze' aufzufassen, die zeigt, dass fiir bestimmte Modell- und Reglerparameter eine
Ruhelageniiberfiihrung mit den beschriebenen Mandvern moglich ist. Die Verallge-
meinerung dieser Ergebnisse durch theoretische Untersuchungen bleibt fiir weitere
Arbeiten offen.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurden verschiedene Aspekte der Steuerung und Re-
gelung des ebenen unteraktuierten Zweigelenkmanipulators betrachtet. In Kapitel
2 wurden die Bewegungsgleichungen sowohl auf Basis des LAGRANGE- als auch
des HAMILTON-Formalismus hergeleitet. Weiterhin sind zwei verschiedene Varian-
ten zur partiellen Linearisierung der Systemgleichungen untersucht worden. Dies
fiihrte zur Feststellung, dass die Vorgabe der Winkelbeschleunigung im passiven
Gelenk zum Auftreten einer endlichen Fluchtzeit fithren kann.

Kapitel 3 widmete sich verschiedenen Beitrdgen aus der Literatur, die sich mit
der Ruhelageniiberfiihrung auseinandersetzen. Dabei konnten zwei verschiedene
Richtungen unterschieden werden: Zum einen Verfahren, die mittels einer Hal-
tebremse oder aufgrund der Wirkung von Haftreibung im passiven Gelenk eine
Vereinfachung des Problems erreichen, und somit in relativ einfach zu planenden
und kurzen Manovern zur Realisierung des Arbeitspunktwechsels resultieren. Zum
anderen Verfahren, die weder von einer Bremse noch von Reibung ausgehen, und
zu verhéltnismafkig langwierigen Manovern fiihren. Vielen Anséitzen gemeinsam ist,
dass sie sich aus mehreren Teilschritten zusammensetzen.

Einige Aspekte, die in der Literatur bisher weniger im Mittelpunkt standen,
waren Gegenstand des Kapitels 4. Es wurde zunéichst von einem allgemeinen Stand-
punkt aus eine formale Klassifikation moglicher Regelungsaufgaben vorgenommen.
Weiterhin fanden Erhaltungsgrofen der verschiedenen Systemdarstellungen Be-
trachtung, so wie die Symmetrie der Bewegungsgleichungen und die daraus resul-
tierenden Eigenschaften. Im letzten Abschnitt des Kapitels wurde die Darstellung
des Systems in Byrnes-Isidori-Normalform eingefiihrt, welche das intuitive Ver-
stindnis der Systemdynamik erleichtert.

Motiviert durch die Méglichkeit, den Manipulator durch einen Gleitregime-Reg-
ler, der nach Analogieiiberlegungen konstruiert wurde, abzubremsen, ist in Kapitel
5 ein Ansatz zur heuristischen Bewegungsplanung fiir die Ruhelageniiberfithrung
des unteraktuierten Manipulatormodells vorgestellt worden. Die angewendete Vor-
gehensweise zum Entwurf der Gleitflichen fiir die einzelnen Teilmanover bestand
dabei im wesentlichen aus der Kombination von qualitativen Uberlegungen und
Simulationsuntersuchungen. Fiir erstere erwies sich die Diskussion der Systemdy-
namik in der Normalform-Darstellung als hilfreich.

Fiir zukiinftige Arbeiten, die sich mit dem unteraktuierten Zweigelenkmanipu-
lator beschéftigen, sind verschiedene Richtungen denkbar. Eine Mdoglichkeit wire,
die Teilmandver des in Kapitel 5 vorgestellten Ansatzes, insbesondere das abschlie-
fsende Bremsmanover, dahingehend zu erweitern, dass die Gleitfliche wihrend der
Ausfiihrung des Mandvers angepasst wird, um eventuell auftretenden Abweichun-
gen der Gelenkwinkel entgegenzuwirken. Auch bietet die vorgestellte Heuristik
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noch Optimierungspotential, wie das beispielsweise in Hinblick auf die Dauer des
Manévers C in Abschnitt 5.6 angedeutet wurde. Theoretische Untersuchungen,
welche zu Ergebnissen fiihren, die unabhéngig von Simulationen sind, kénnten
diese Uberlegungen unterstiitzen. Vor allem aber wiirden sie zeigen, in wie weit
sich das vorgestellte Konzept verallgemeinern lasst.

Eine andere Moglichkeit die Arbeit fortzufiihren, besteht in der Einbeziehung
praktischer Aspekte. Dies kann beispielsweise bedeuten, den Einfluss von Model-
lunsicherheiten und Messfehlern zu betrachten, oder aber die Dynamik des An-
triebs in die Untersuchungen mit einzubeziehen, welcher in der vorliegenden Ar-
beit, wie in nahezu allen diesbeziiglich zitierten Referenzen, als Drehmomenten-
quelle idealisiert wird. In diesem Zusammenhang konnten auch Moglichkeiten zur
Vermeidung des Klapper-Effektes studiert werden. Vorschlage dazu sind beispiels-
weise in den Referenzen [SL91, Abschnitt 7.2] und [Heb95| enthalten.

In der Konzeption und dem Aufbau eines Versuchsstandes, welcher die Anpas-
sung wichtiger Systemeigenschaften ermdglicht, konnte ebenfalls ein Ziel weiterer
Arbeiten liegen. Liefle sich beispielsweise der Haftreibungskoeftizient im Ellenbo-
gen und der Tragheitsparameter 1 mit wenig Aufwand justieren, so wiirde ein
sehr flexibler Versuchsstand zur Verfiigung stehen, der ausgiebige experimentelle
Untersuchungen ermdoglichte — nicht zuletzt im Hinblick auf anschauliche Prakti-
kumsversuche im Rahmen der regelungstechnischen Ausbildung eine interessante
Perspektive.
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